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Chapitre 5:  Convolution

1. Introduction

La convolution est une opération essentiellement utilisée pour déterminer la réponse d'un systéme
linéaire et invariant dans le temps a un signal d'entrée. Cependant elle ne se limite pas seulement a
cette tache, elle sert aussi a générer des signaux a partir d'autres signaux, a filtrer un signal et a
évaluer la corrélation. Ce chapitre présente d'abords quelques définitions sur les systémes puis

introduit la notion de convolution, ses propriétés ainsi que ses méthodes de calcul.

2. Réponse impulsionnelle d'un systeme

Un systéme peut étre représenté par un modéle mathématique reliant son entrée x(t) a sa sortie y(t).
Ce modele peut une étre une fonction mathématique, une équation différentielle, une réponse
impulsionnelle, une fonction de transfert, une représentation d'état, etc.

La réponse impulsionnelle d'un systéme est définie par la réponse du systéme lorsqu'on applique a

son entrée un pic de Dirac.

X(0)=&1) Systome WO=h()
I EEEEEE—

Elle permet de caractériser complétement un systéme et peut étre utilisée pour calculer la réponse

d'un systéme linéaire et invariant dans le temps pour d'autres signaux d'entrée grace a la convolution.

3. Systémes linéaires et invariant dans le temps
3.1 Systémes linéaires
Soient y, (t) et y,(t) les réponses respectives d'un systéme aux signaux d'entrée x; (t) et x,(t). Le

systéme est dit linéaire s'il respecte le principe de superposition:

Systeme

x(t) = a1, () + azx,(t) ————y(t) = a1y, () + axy,(t)

Exemples Amplificateur (linéaire) y(t) = Kx(t)

Amplificateur quadratique (non linéaire) y(t) = x2(t)
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3.2 Systémes invariants dans le temps
Un systéme est invariant dans le temps si un retard dans le signal d'entrée induit le méme retard dans

le signal de sortie.

Systeme
x(t—t)) ————y(t —to)

Exemples y(t) = x?(t) (Invariant)
y(t) = tx(t) (Variant)

3.3 Systémes linéaires et invariants dans le temps
Un systéme peut étre invariant dans le temps sans qu'il soit nécessairement linéaire et vice versa.
Un systéme est dit linéaire et invariant dans le temps (LTI) s'il est en méme temps linéaire et invariant

dans le temps.

4. Convolution
La convolution est une opération qui permet de déterminer la réponse d'un systéme LTI, de réponse

impulsionnelle h(t), a un signal d'entrée.

Systeme LTI
6(t) ———— () = h(t)

Systeme LTI
6(t —ty) ——————y(O) = h(t —to)

- Systeme LTI -
> adt-t) — oy = ) ah(t—t)
k=—o k=—c0
Si les coefficients a; sont les valeurs du signal d'entrée x(t) a des instants t;, = kAt , c'est a dire que
a, = x(kAt), on a alors:

0]

z x(kAt)6(t — kAt) représente le signal analogique x(t) échantillonné (voir Fig.)

k=—oc0

et y(t) = z x(kAE)h(t — kKAL)
k=—o0
Lorsque At — 0 , kAt — t(retard) |, Z — f
k=—o0 — 00
z x(kAE)S (t — kAt) — x(¢)
k=—o0

y(t) = j x(t)h(t — 1)dT]

=00
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Cette relation est appelée "intégrale de convolution" ou "produit de convolution". On la représente

symboliquement par (*):

() = x(©) * h(t)

X(?) T=At

»

7T 6T -5T 4T 3T-2T -T 0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T

5. Propriétés et utilité de la convolution
1 — Elément neutre (pic de Dirac) : x(t) * §(t) = x(t)

2 —Durée: Si la durée du signal x(t) est T; et celle de h(t) est T,, alors la durée de
y(t) = x(t) * h(t) seraestégalea T =T, + T,.

0]

3 — Commutativité: x(t) = h(t) = h(t) * x(t) = f x(t)h(t — t)dt = f h(t)x(t — 7)dt

4 — Associativité: x(t) * [h,(t) * h,(t)] = [x(t) * hy(t)] * h,(t)
Cette propriété montre que deux systémes LTI placés en cascade est équivalent a un systeme LTI qui

pour réponse impulsionnelle le produit de convolution des réponses impulsionnelles des deux

systemes.
0w =y [POZYOTO X0 OO R

5 — Distributivité: x(t) * [h,(t) + h,(t)] = [x(t) * h (£)] + [x(t) * h,(t)]
Cette propriété montre que deux systémes LTI placés en parallele est équivalent a un systeme LTI qui

a pour réponse impulsionnelle la somme des réponses impulsionnelles des deux systémes.

() X0

XL b =moyhatey [ POZ YOO N— w0, é—'ym
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6 — Décalage: Si y(t) = x(t) = h(t), alors:
y(t —to) = x(t — to) * h(t) = x(t) = h(t — o)
y(t—ty—t) = x(t —ty) * h(t — t;) = x(t —t;) * h(t — t,)

d(x(t) = h(t)) dx(t) dh(t)
@ ar MO=x0—g

Cette propriété permet d'établir le lien entre la réponse impulsionnelle et la réponse indicielle:

7 — Dérivation:

Six(t) = u(t), alors y, (t) = u(t) = h(t) est la réponse indicielle.

dy,(t)  du(t)
dt — dt

La réponse impulsionnelle est la dérivée de la réponse indicielle.

« h(t) = §(t) = h(t) = h(t)

8- Systéme causal: h(t) =0 pourt <0

0]

y(t) = h(t) *xx(t) = f h(t)x(t — 7)dt

y(t) = x(t) * h(t) = fx(r)h(t —17)dt

— 00

Sien plus x(t) est causal:

t t

y(t) = fx(r)h(t —1)dt = fh(r)x(t —1)dt

0 0

6. Convolution des signaux périodiques
Soient x(t) et h(t) deux signaux périodiques de méme période T,. Leur produit de convolution,

symbolis¢ par "®", est périodique de période Tj. Il est défini par:

To

y(t) = x(t)Qh(t) = f x(t)h(t — t)dt

0
7- Autres applications

La convolution peut étre appliquée sur deux signaux quelconques pas forcément entre un signal et
une réponse impulsionnelle. On peut, par exemple, l'utiliser pour :

- Générer un signal triangulaire a partir d'un signal porte: A(t) = [](t) * [1(t)

- Générer un signal périodique x,,(t) a partir d'un signal x(t) non périodique x,(t) = x(t) * 67(t)

- Calculer la corrélation entre deux signaux @, (t) = x*(—1) * y(7).
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8. Théoréme de Plancherel

Ce théoreéme, trés important, établit la relation entre le produit de convolution et la transformée de
Fourier. Il s'annonce comme suit: "La transformée de Fourier d'un produit de convolution entre deux

signaux est un produit simple entre les transformées des deux signaux, et réciproquement":
TF
x(8) * h() — X(HH(f)

x(Oh() —— X(f) * H(f)

Démonstration:
y(t) = x(t) * h(t) = f x(t)h(t — 1)dt

Y(f) = TF{x(t) * h()} = f [ f x(r)h(t—r)dr]e—ﬂ”ff dt

—00 =—o00

|

[
N | -
¥ = [x@| [ ne—ryermraar= [ x@He T dr = 1) [ x@e i dn

TF{h(t—-1)}

Y(f)=X(HH(F)  CQFD

Remarque: On peut procéder de la méme maniére pour démontrer la deuxiéme relation du théoréeme

de Plancherel, en utilisant cependant la transformée de Fourier inverse.

Y ()| = IX(OIH)
arg(Y(H)) = arg(X(H)) + arg(H())

Noter également que Y(f) = X(f)H(f) = {
9. Calcul de l'intégrale de convolution

9.1 Méthode graphique

Elle permet de donner une interprétation graphique a la convolution. Elle consiste a:

1)- Tracer le signal x(7)

2)- Tracer le signal A(t) puis celui de A(-7)

3)- Décaler h(-7) de ¢ de gauche a droite par étape. Pour chaque décalage, tracer A(¢-7)=h(-r+t).

4)- Pour chaque cas, faire le produit x(7).A(#7) puis intégrer le résultat pour déterminer y(¢)

Exemple illustratif: x(t) = [[,r(t) et h(t) =[]t —T/2)

0]

y(t) = x(t) * h(t) = f x(t)h(t — 1)dt

— 00
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NG \ /1(-7) A
x(7)
1 1
T -~ |-
0 T > 0 T -T T
A h(t-7)
Casl
cas 1: < -], [y()=(
| | »
t-T I—T |
Cas2: t-T<-Tett>T= A h(t-7)
; Cas2
y(t) = fdr=t+T
T ot T g
h(t-)
Cas3: t-T >-T et t<T = Cas3
t
y(t) = f dt =T 77
t=T I /I//A I >
t-T t
-T T
A h(t-7)
Cas4
Cas 4: t-T<T et T =
T
7
y(t) = fdrz—t+2T I /f >
2 T t-T T t
y(t) = —t + 2T]
4 1) Cas5s
Cas5: t-T>T =
| | [
| | >
T T t-T
Finalement: 20
( 0 sit<-T T
[t +T si —T<t<0
y(t)—{ T sio<t<T
| —t+ 2T siT<t<?2T ! I >
\ si t>2T T 0 1T 2T
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9.2 Méthode analytique
Le calcul analytique du produit de convolution n'est pas toujours possible sauf dans certains cas,

lorsque I'un des deux signaux posséde au moins une borne ou donné en fonction de pics de Dirac.

Exemple: x(t) =[[or(t) et h(t) =[lr(t —T/2)
Ecrivons les deux signaux en fonction de u(t):

h(@®) =l (¢ —T/2) =u(®) —ult-T)

x(t) =[lor@®) =ult+T)—ult—-T)

y(t) = x(t) * h(t) = x(t) * [u(t) —u(t —T)] = x(t) *u(t) —x(t) u(t —T)
Si s(t) = x(t) xu(t),alors y(t) =s(t)—s(t—T)

Sachant que x(t) = [[or(t) = u(t + T) — u(t — T), on en déduit que:
s(®) = x(@) xu(t) = [u(t + T) *u(t)] — [ut —T) * u(t)]

En posons v(t) = u(t) * u(t), on peut écrire s(t) =v({t+T)—v(t—T).
Ainsi, y(t) =v({t+T) —v(t—T) —v(t) + v(t — 2T)

Pour déterminer y(t), il suffit de calculer v(t):

v(t) = u(t) xu(t) = f u(u(t — 7)dr = f u(t —1)dr = fdr
'U(t) — fd'l' =t sit>0 — U(t) — tu(t)
’ 0 sinon

Par conséquent, y(t) =v(t+T) —v(t—T) —v(t) + v(t — 2T)
=t+Tut+T)—{t—-—Tult—T) — (®u(t) + (t — 2T)u(t — 2T)

Examinons tous les cas: u(t+T)

u(t) u(t-T) u(t-2T)
Si t<-T, y(t) =0 I
Si —T<t<0, y@®)=C+T) T o I T >
Si 0<t<T, y®)=@+T)—t=T

Si T<t<2T, y&)=t+T)—t—({t—-T)=—-t+2T
Si t>2T), y&)=@t+T)—t—-(t-T)+(t—-2T)=0
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En résumé:

(0 sit<-T

lt+T si—T<t<0
y(t)={ T sSi0<t<T

| —t4+2T siT<t<2T

k 0 si t>2T

9.3 Méthode basée sur la transformée de Fourier
L'un des intéréts du théoréme de Plancherel réside dans son application pour le calcul du produit de

convolution comme le montre le schéma ci-dessous:

x(f)———| TF X0

: = x(0)*h
e I OO

Y(=X(NH()

H()

h(t)y——»| TF

Cette méthode est souvent utilisée pour filtrer un signal.



