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Chapitre 4: Transformée de Fourier

1. Introduction

Un signal est habituellement représenté dans le domaine temporel comme une fonction dépendante de
la variable "temps". Dans ce domaine, le signal peut étre caractérisé¢ par son amplitude, sa durée, son
énergie, etc.

Une autre maniére de décrire un signal x(t) est de le représenter dans le domaine fréquentiel
(spectral) comme une fonction, notée X(f), dépendante de la variable "fréquence" f , dont la
dimension est I'inverse de celle du temps. La représentation fréquentielle permet de caractériser un
signal par sa bande spectrale et mettre en évidence les fréquences qu'il contient.

Ces deux domaines de description sont reliés par la transformée de Fourier, qui est considéré comme
l'outil le plus fondamental de théorie et traitement du signal. C'est a juste titre que nous lui consacrons

ce chapitre.

2. Définition de la transformée de Fourier

La transformée de Fourier d'un signal x(t) , également appelée Intégrale de Fourier, est une fonction,

généralement complexe, de la variable fréquentielle (réelle) f définie par:

X(f) = TF{x(t)} =< x(t),e/?™t >

[0¢]

X(f) = j x(t)e 2t dt

— 00

Quelque fois, la transformée de Fourier est définie en fonction de la pulsation w = 2rf:

X(w) = f x(t)e J@tdt
La transformée de Fourier inverse est donnée par la formule suivante:

x(6) = TFHX(f)} =< X(f), e/t >

[0¢]

x0) = [ X(pertag

— 0

1 [ .
ou x(t) =5 fX(w)eJ“’tdw
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3. Condition de convergence de la transformée de Fourier

La transformée de Fourier est une intégrale qui peut diverger. L'existence de la transformée de

Fourier est subordonnée aux conditions de Dirichlet:
1) — x(t) est absolument intégrable: f |x(t)|dt <

2)- x(t) posséde un nombre fini d'extremum dans tout intervalle fini.
3)- x(t) posséde un nombre fini de discontinuités dans un intervalle fini, et chacune de ces

discontinuités est finie.

Généralement, la premiere condition suffit pour vérifier I'existence de la transformée de Fourier.
Toutefois, les signaux qui ne respectent pas cette condition pourrons toujours avoir une transformée

de Fourier comme nous le verrons par la suite.

4. Transformé de Fourier d'un signal réel

Soit un signal réel x(t). Sa transformée de Fourier est une fonction complexe telle que:

X(f) = fx(t)e‘fz”ftdtz fx(t)cos(ant)dt + j f—x(t)sin(ant)dt
Re{X(f)} Im{X(f)}

X(f) = RelX ()} +j Im{X(f)} = Xpe () + jXim (f)

Dans ce cas, on peut écrire:

X(f) = 1X(P)le/e?

avec:

IX(H| = \/X,%e(f) + X2, () Spectre d'amplitude

Xm (f)
Xpe(f ))

Le spectre d'amplitude permet de voir le contenu fréquentiel d'un signal.

o(f) = arctg ( Spectre de phase

Le spectre de phase montre comment varie la phase du signal en fonction de la fréquence.

Notez bien que:

0] 0]

X(f) = fx(t)e‘fz”ftdt et X(—f) = fx(t)efz”ftdt

Onaainsi X(—f) = X*(f)
I X(f)| = |X(—f)| = Le spectre d'amplitude est une fonction paire.
@(f) = —p(—f) = Le spectre de phase est une fonction impaire.
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D'autre part, selon que x(t) est réel ou imaginaire, paire ou impaire, on a les cas indiqués dans le

tableau ci-dessous:

x(t) X(f)
Réelle | Imaginaire | Complexe Paire Impaire

Réel X

Réel paire X X

Réel impaire X X
Imaginaire X

Imaginaire et paire X X

Imaginaire et impaire X X

5. Bande spectrale

Le spectre d'amplitude permet de voir si la gamme des fréquences que contient un signal est grande
ou petite et si ces fréquences sont basses ou hautes.
Le domaine des fréquences occupé par le spectre d'amplitude est ainsi appelé "Bande spectrale". La
bande spectrale est définie par:

B = finax = fmin
avec 0 < frin < fmax OU fmax €t fmin sont respectivement les fréquences inférieure et supérieure
qui délimitent la bande spectrale (voir Fig. ci-dessous).

On définit aussi la fréquence moyenne de la bande spectrale par fi,0,, = (fnax + finin)/2

XU

| (Bl )
I | I | ' | f

. | !
ffmax ffmoy =/ min fmin fmoy fmax

[

La bande spectrale est une caractéristique importante car, relativement a la fréquence moyenne f,5,
elle permet de distinguer:

- Les signaux a bande étroite (B / fmoy) est petit (fnax = fimin)

- Les signaux a large bande (B/ fmoy) est grand (fnax > fmin)

- Les signaux a bande limitée ou spectre a support borné |[X(f)| =0 V |f| € B

2] X
' ' : :
I |
[l | L NN
M | ! ! > } } | | >
ffmax ffmin fmin fmax ~J max jfmgy ffmin fmin fmoy fmax
Bande étroite Large bande
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Concrétement, on classe les signaux a bande étroite en fonction de la fréquence moyenne fr,y :
— fmoy < 250 KHz : signaux basses fréquences (BF)

— 250 KHz <f,,,, <30 MHz : signaux hautes fréquences (HF)

— 30 MHz < f,,,, < 300 MHz : signaux trés hautes fréquences (VHF)
— 300 MHz < f,,,, < 3 GHz : signaux ultra hautes fréquences (UHF)

Fnoy > 250 KHz :

Signaux hautes fréquences (HF)

— fmoy > 3 GHz : signaux super hautes fréquences (SHF)

Remarque

Lorsque la fréquence est supérieure & quelques térahertz (1 THz=10'"Hz), la longueur d’onde A
devient le parameétre de référence (A = c/f) avec c : vitesse de la lumiere 300000 Km/s) :

— 700 nm <A <0, I mm signal lumineux infrarouge

—400 nm < A <700 nm signal lumineux visible

— 10 nm <A <400 nm signal lumineux ultraviolet.

6. Propriétés de la Transformée de Fourier

La transformée de Fourier posséde des propriétés remarquables qui permettent de faciliter
grandement la détermination ou le calcul de la transformée de Fourier de plusieurs signaux et
notamment ceux pour qui l'intégrale de Fourier diverge ou qui ne respectent pas les conditions de

convergence.

6. 1 Principales propriétés
Toutes les propriétés de la TF sont récapitulées dans la table donnée a la fin de ce chapitre. A des fins

utiles, nous présentons ci-dessous quelques unes d'elles.

TF
Linéarité: a;x1(t) + azx,(t) — a1 X, (f) + a, X, (f)
TF
Conjugué: x*(t) —— X*(—=f)
TF .
Translation: x(t —ty) —— X(f)e /2™t
. TF
Déphasage: x(t)e/? ot —— X(f — f,)
TF
Dualité: X(@t) — x(—f)
tF 1 f
Similitude: x(at) — —X (—)
lal ™ \a
d"x(t) TF
Dérivation: ( )—> G2r )" X(f)

dt

Toutes les propriétés peuvent étre démontrées. Certaines d'entre elles seront traitées en TD.
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6.2 Théoreme de Parseval
Ce théoreme stipule que 1'énergie totale d'un signal ne dépend pas de son mode de représentation
(temporelle ou fréquentielle). Autrement dit, I'énergie totale peut étre mesurée de la méme manicre

selon qu'on considére la représentation temporelle ou fréquentielle.

W, = flx(t)lzdt = le(f)lzdf

Preuve:
W, = flx(t)lzdt = fx(t)x*(t)dt
X0 = [ x(errap e x@= [ XD
- e
W, = fx(t) fX*(f)e‘fZ”ftdf]dtz fx*(f) fx(t)e‘fz”ftdﬂdf
- - - [_oo X(f)
W, = f X (PX()df = f X(F)I2df

7. Transformée de Fourier d'un signal a énergie finie

Les signaux a énergie finie satisfont la condition suivante:
W, = f lx(®)|?dt < oo

Tout signal a énergie finie posséde une transformée de Fourier car il est absolument intégrable. En

effet:

flx(t)lzdt < oo = flx(t)ldt <

Exemple 1: 8(t)
Distribution de Dirac x(t) = §(t) 1

v
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Elle absolument intégrable puisque ( ffooo §(t)dt = 1). Sa TF est:

X(f) = fx(t)e—fz’fffdt = f(S(t)e—fZ"ffdt =1

La distribution de Dirac contient toutes les fréquences avec la méme amplitude.

Exemple 2:
x(t) = e~ *u(t) est un signal a énergie finie (voit TD n°1). Sa TF est:
. . . —(a+jzmf)t)
— (® ,-at —j2nft — (® ,-at,—j2ruft — (® ,—(a+j2nf)t gy — _ ¢
X(f) = [_ e u()e Ptdt = [~ e eIt = [~ e (@+/ZnNtqr = pryre N
X(P) 1 (1)
P = a+ j2nf 1

Le spectre d'amplitude est:

1
XN = ——== t
4 Ja? +4m?f? R
Le spectre de phase est: 0
o(f) = —arctg (%L) A X))
i Va
TTTTT T m/2 1/(av2 1
\ I\
\ / | AN
/2 ! —f
.a " A > - | —
-, \ | al2m
L /
I T ]

8. Transformée de Fourier d'un signal a puissance moyenne finie

Les signaux a puissance moyenne finie possédent une énergie infinie (Vl/;c = ffooolx(t)lzdt = iOO).
Ils ne satisfont pas les critéres de convergence de la transformée de Fourier car ils ne sont pas
absolument intégrables. On ne peut donc pas calculer leurs transformées de Fourier directement a
partir de l'intégrale de Fourier. Pourtant ces signaux, a l'instar des signaux "constant", "signe",
"échelon unitaire", "signaux périodique", sont trés utiles. Pour déterminer leurs transformées de
Fourier, on fait appel le plus souvent a la théorie des distributions ainsi qu'aux propriétés de la TF, et

quelques fois a des astuces mathématiques.
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8.1 Transformée de Fourier d'un signal "constant" x(f)
Le signal constant est défini par: T

x(t)=1 V—-—o<t<ow 1

0]

f |x(t)|dt = 0 = non absolument intégrable

v

Le calcul de l'intégrale de Fourier diverge puisque:

[ee] (e}
e—J2mft ®

— —j2nft — —j2nft — —
X(f) fx(t)e dt fe dt | 400

Pour déterminer sa transformée de Fourier, on va se servir de la propriété de dualité:

—0 —co

x(6) = 6(t) —— X(f) = 1

X() =1 —— x(—f) = 5(—f)

Comme 8(—f) = 8(f), alors [TF{1} = 6(f) |

Remarques
-TF{c} = c6(f) c: constante
- En appliquant la propriété de déphase a x(t) = 1, on obtient:

et — 8(f - f;)

e~i2mht — L S(F + )

8.2 Transformée de Fourier des signaux Signe et échelon unitaire

A
Sgn(t
Signal "'Signe" gn()

Le signal "Signe" est défini par:

(1 sit=0
Sgn(t)_{—l sit<0

v

Il est claire qu'il n'est pas absolument intégrable. On peut aussi vérifier que son intégrale de Fourier

diverge:
[e%e) 0 (e . 0 . [o%e)
] ] ] e—]Zn’ft e—]Zn’ft
X(f) = | Sgn(t)e /?™tdt = f— —jznft gt f —jznftge = —
D= [ sgnwye e e janf |, " jeaf |,

X(f) = -
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Pour calculer la TF de Sgn(t), lidée est de multiplier Sgn(t) par une fonction convergente
appropri¢e e~ En effet, on peut écrire:
Sgn(t) = lir’% e~tsgn(t)
a—

Dans ce cas, la TF de Sgn(t) est:

X(f) = f lim e~dtSgn(t) e 72 tdt = lim ngn(t)e‘a“'e‘fz”ftdt
a— a—
[ 0 < o (a—j2mf)e|° o—(a+iznf)e|®

— 1i __pat—j2nft —at—j2nft — 1i _ _

X(f) }ll_r:% f ¢ dt +f ¢ dt }ll_r:% a—j2nf a+j2nf 0
| — 0 -®

P B S ] 1

() = lim | a—j2nf  a+j2nfl  jnf

1
TF{Sgn(t)} = f

Signal ""Echelon unitaire"
On peut facilement vérifier que le signal échelon unitaire u(t) n'est pas absolument intégrable. Pour

déterminer sa transformée de Fourier, on peut utiliser la relation entre u(t) et Sgn(t) suivante:

u(t) = % + %Sgn(t) 4 u(d)

\ A

En appliquant la propriété de linéarité et compte tenu de la TF du signal constant x(t) = 1 et celle de

Sgn(t), la TF de u(t) vaut:

) 1
U(f):$+j2—nf

8.3 Transformée de Fourier d'un signal périodique
La transformée de Fourier d'un signal périodique de période T, peut étre calculée en substituant le

signal x(t) par son développement en série de Fourier complexe.

T

o] 0
, 1 ,
x(t) = z X, eJ2mkfot  avec X, :T_f x(t)e~J2mkfot gt
0
0

k=—c0

La TF de x(t) conduit a:
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co o ) ) co
X(f) — f x(t)e—jZn'ftdt — f ( z XkejZTrkat) e—jZn’ftdt — z Xk f ejZn'kate—jZn'ft dt
— 00 —o00 \k=—00 k=—o0 —0c0

X(f) = z X, TF{e/?mkfot}

k=—o0

X(H) = ) X 8(f = kfo)

K=—0o0

La transformée de Fourier d'un signal périodique est une suite de pic de Dirac pondérée par les

coefficients complexes de la série de Fourier localisés aux fréquences multiples de f; .

Le spectre d'amplitude est:

X(OI= ) Xl 8CF = kfy)

k=—o0

Le spectre de phase est:

o(f) = arctg(Xils—is,)
Le spectre d'amplitude d'un signal périodique est discret, il est constitué de pics de Dirac. Il

communément appelé "Spectre de raies".

\ XU

p 11 IR EEA

Sho-Ah 3hH26 - 0O foo 2hH 3/ 4h Sk

Exemple 1: Peigne de Dirac

Le peigne de Dirac est un pic de Dirac qui se répete d'une manicre identique avec une période

Ot (t
multiple de T, tel que: 1o(V)

1
87, (£) = z 5(t — kT,)

k=—c0 t

AT, 3Ty 2T, T, 0 T, 2T, 3T, 4T,
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Sa transformée de Fourier est égale a:

0

X(f) = z X 6(f —kfy) ou X, = Tiof §(t)eJ2mkfot gt =Tl =f

k=—c0

X(f) = Z;O:—oo fo 5(f - kfo) = fo ZI?:—OO 5(f - kfo) = f05f0(f)

TF{8, ()} = fo87,(f) 8, (1)

[
>

6fo -5fo -4fo 3f02f0 -fo O So 2f0 3o 4f0 S5f 6/

La transformée de Fourier d'un peigne de Dirac est aussi un peigne de Dirac.

Exemple 2: Sinus et Cosinus
Pour déterminer la transformée de Fourier des signaux périodiques Asin(27f,t) et Acos(2mfyt), on

peut utiliser les relations suivantes au lieu de passer par le développement en série de Fourier.

el2nfot _ o—j2mfot el2nfot 4 o—j2nfot
et cos(2mf,t) =
2] (2rfot) 5

Sachant que TF{e/2™/ot} = §(f — f,) et TF{e /2™fot} = §(f + f,) , on en déduit que:

TF{Asin(2mfyt)} = —13[5(f —f) -6+l = X=X = _]'g et |X 4] =1X_4l :g

sin(2rfyt) =

TF{cos(2nfyt)} = %

B —f)+8G+f)] = X=X =5 et X4l =1X4]=7

Les spectres de raies des signaux périodiques Asin(2mfyt) et Acos(2mf,t) sont identiques, ils sont

composés de deux pics.

s X

A2

v

-Jo 0 Jo



2éme Année Licence. Cours de Traitement du Signal.
Département d'Automatique, Faculté de Génie Electrique, UMMTO

2019-2020

Propriétés de la Transformée de Fourier

Propriétés Signal Transformée de Fourier
Définition - . o
x(0) =TFIX (f)}= J XN df | X(f)=TF{x(0)} = [x()e " dt
Linéarité a,x, (1) +a,x,(t)+...+a,x,(1) a X, (f)+a,X,(f)+..+a,X,(f)
Symétrie (Dualité) X(1) x(=f)
Conjugué x*(t) X*(=1)
Similitude x(at) a#0 1
“ r()=rxl)
Ial
Translation x(t—t,) e X(f)
Déphasage e 7 x(1) X(f+£,)
Différentiation d"x(1) (J24)' X(f)
temporelle dr"
Différentiation (—j2mt)" x(t) d"X(f)
fréquentielle df”
Convolution x(6)* y(1) X(NHY(S)
temporelle
Convolution x()y(1) X()*Y(S)
fréquentielle
Intégration temporelle | X
* P [ x(e)dz S X080+

—00

Aire au dessous de

x(¢)

X(0) = Tx(t)dt

—00

Aire au dessous de

X(f)

x(0) = [ X(f)df

Théoréme de Parseval

T|x(t)|2dt - T|X( Nl dr

Relation avec la TL

X(f)= X(p)|p=jw (x(t) causal)

Signal | Transformée de Fourier Signal Transformée de Fourier

0 SN | Lfstr— 1)+ 50+ 1)
2 0 0

Loy D | s -0+ £
2] 0 0

Sen(t) | 1 55, (1) 8, ()

i
u(t) o(f) N 1 e “u(t) 1
2 J2nf a+ j2af
I, (¢) | T'sinc(Zf) A (1) T sinc*(Tf)




