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Notion de systeme dynamique

Les variables caractéristiques d’'un systeme dynamique sont :

@ Commandes : variables a manipuler pour changer le comportement
dynamique du systeme.

@ Sorties : variables a commander pour leurs imposer un certain
comportement désirées (stabilite et performances).

@ Perturbations : variables aléatoires qui perturbent le fonctionnement
correct du systeme.

@ Etats : variables internes du systéme.
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Définition d’'un systeme non linéaire

Rappel sur les équations différentielles ordinaires

@ Equation différentielle ordinaire : établit une relation entre la variable
indépendante ¢, la variable dépendante (fonction inconnue) x(#) et ses
dérivées x(7), x(?), . . ., x"(z).

@ Symboliquement

F (t, (1), X(0), ..., x(")(t)) ~0 (1)

ou

(2)

2 (n)
Fls dx(t), d x(t)’ . x(1) _ 0o
dr = dr? dt"

@ Lordre de I'equation différentielle ordinaire est I'ordre de |la dérivee la plus
elevee contenue dans cette équation.

@ Deux classes des équations différentielles ordinaires : équations linéaires
et non linéaires.

Ahmed MAIDI (UMMTO) Chapitre 1. Généralités sur les systemes 18 avril 2020 4/29



Définition d’'un systeme non linéaire

Rappel sur les équations différentielles ordinaires

Une équation différentielle est linéaire si :

1. le degré de la variable dependante et de chaque derivée contenue dans

cette équation est égale a 1,
2. le coefficient de la variable dépendante et les coefficients desdérivées

contenues dans cette equation sont constants ou des fonctions de la
variable indépendante .

Si une de ces deux conditions n'est pas vérifiée, 'équation différentielle
ordinaire est non lineaire.

Ordre et degré d’'une dérivée

(d(3)x(t))5 3

dr’

@ degré : 5.

@ ordre : 3. )
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Définition d’'un systeme non linéaire

Rappel sur les équations différentielles ordinaires

Exemple : classification des equations différentielles ordinaires
Classer les équations différentielles suivantes :

dx (1) dx(t)

o i +2l‘7+ z(t):O
o dx(;i(t )+ 540y 2 dx(’) +x(f) = 0
dx2(t) , dx(t)
Q o + 3 sin(7)’ —= o + x(t) =
dx3(z) dx(z‘)
= ( dt ) ar X0 =
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Définition d’'un systeme non linéaire

Rappel sur les équations différentielles ordinaires

Exemple : classification des equations différentielles ordinaires

Q dx(;;(t) + 2t d);—(tt) +|x*(1) | = 0 (non linéaire, le degré de la variable x(r)
est 2)

Q dx(;;(t) + |5 x(7) d);—(;) + x(¢) = 0 (non linéaire, le coefficient de la dérivée
d’ordre 1 dépend de la variable dépendante x(7))

Q dx(;;(t) + 3 sin(z)’ d);—(tt) + x(z) = 0 (linéaire)

3\
o (d (t)) dx(1)

y + 0 + x(¢) = 0 (non linéaire, le degré de la dérivée

d’ordre 3 x(¢) est 2)

Les termes encadrés sont les termes non linéaires (voir la définition d’'une
equation différentielle linéaire ).
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Notion de modele mathématique

Utilité d’'un modele mathématique
@ étudier la dynamique du systeme,

@ concevoir un systeme de commande.

Obtention d’'un modéle mathématique

@ Modélisation mathématique : Ecriture des lois physiques régissant les
différents phenomenes physiques du systeme.

©@ modélisation expérimentale (identification) : Le principe consiste a utiliser
des mesures pour déterminer le modele.

Systeme non linéaire
@ Un systeme est non linéaire si son comportement dynamique est decrits
par une equation differentielle non lineaire.

@ Un systeme est lineaire s'il veérifie le principe de superposition et le
principe d’homogéneite.
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Notion de modele mathématique

Principe de superposition

La réponse y(¢) d’'un systéme linéaire a une entrée u(tr) composée de la
combinaison lineaire de plusieurs entrées

q
u(t) = ) oy ui(r) (4)
k=1

est la somme des réponses élémentaires y;(f) a chacune des entrées
individuelles

q
y() = > e yelt) (5)
k=1

Principe d’homogeneéite

Pour une entrée a u(t), la sortie est donnée par a y(7).
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Notion de modele mathématique

Cas d’'un systeme non linéaire
Un systeme non linéaire ne verifie pas ces deux principes.

Exemple : application du principe de superposition
Considérons le systeme dynamique décrits par '’équation différentielle suivante

szz(l‘) dyz(f)

dr?

sin’ () +y2(t) = 2 un(?) (6)

Soit y;(¢) et y2(#) les sorties obtenues en appliquant respectivement les
commandes u;(¢) et uy(z), alorson a :

dz;;z(t) +3 530 2 L) = 2009 (7)
2
D20 13500 220 4 150 = 2ustt ®
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Notion de modele mathématique

Exemple : Application du principe de supperposition
La somme des deux equations donne :

d?y, (f)
dr?

}’1()

7
d-y(1) +3 sind(0) dy>(t)
dt dt

sin’ (1) 5~ +22(0) = 2u1 (1) + 2up(2)

+y1(1) +

gu’on peut arranger comme suit :

2
0 | 20 5w DO 5 500 D20 430 4 30) = 2000+ 20000
d>(y1(t) + y2(1)) +3 sind(9) d(y1 (1) + y2(1) +y1(6) + y2(0) = 2 (u1 (t) + ux(2))

dr? dt

Les commande u(t) = u;(¢) + uy(¢) produit la sortie y(¢) = y(¢) + y»(¢). Le
principe de superposition est vérifie. Le systeme est linéaire.

9)

(10)

(11)

Ahmed MAIDI (UMMTO) Chapitre 1. Généralités sur les systemes 18 avril 2020

11/29



Représentation d'un systeme non lineaire

Représentation d'etat

x(t) = f(x(¢), u(t), t) (Equation d’état) (12)
y(t) = h(x(t), u(t), t) (Equation de sortie) (13)
- x1(1) | - wi(t) | - 1(D) |

x@)=| |, w)=| |, yO)=| (14)
- x(1) | um(1) RAOVN

@ x € R" : vecteur d'état,

@ u € R™ : vecteur de commande,

@ y € R’ : vecteur de sortie,

@ f:R'"XRKR" XRKR" > R'eth: R"XRKR"™ x K™ — R’ : fonctions

vectorielles non linéaires.
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Représentation d'un systeme non lineaire

Représentation d'etat

- fl(x(t)a u(t)a t) - F hl(x(t)a M(t), t) -
fz(X(t), u(t)a t) hZ(X(t)’ l/t(t), t)
f= : e : (15)
! fn(X(f), u(t)a t) ) i hr(-x(t)a M(t), t) ]

@ Systeme affine en I'entrée o (x@®) ... gun((@) ]
K1) = f0) + s u()) gy = | T gl
y(1) = h(x(1)) ‘ a ‘

i gnl(x(t)) R gnm(x(t)) |

@ Systeme bilinéaire :

8(x(1)) = x(1) E(1) E(r) € R
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Représentation d'un systeme non lineaire

Représentation d’'etat

@ Systéme libre (non forcé) : pas de u(t) dans la fonction f.
x(t) = f(x(2), 1) (16)
@ Systéeme autonome : pas de t dans la fonction f
x(2) = f(x(2), u(r)) (17)
@ Systéme linéaire :
x(t) = A(t) x(r) + B(t) u(r) (18)
y(t) = C(t) x(t) + D() x(¢) (19)
@ A € R™" : matrice d’état. @ B e R™ : matrice de commande.
@ C € R™" : matrice de sortie. @ D e R : matrice de transmission directe. |
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Sources des non linéarités

@ Phénomenes physiques non linéaires (réaction chimique, mouvement

d’un fluide),
@ Eléments dont la caractéristique entrée/sortie est non linéaire (relais,

diode, vanne).

Non linéarités de

y(t) y(t) y(

A

>

A

S

1)- Courbure 2)- Saturation

3)- Seuil

4)- Hystérésis (jeu) 5)- Commutateur tout-ou-rien

FIGURE 1 — Exemples de non linéarités de base.
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Sources des non linéarités

Non linéarités

y(t) y(t) y(t)
A

1)- Courbure avec hystérésis 2)- Relais avec seuil 3)- Seuil

<
—
~
=
¥@
T+
=

A
Y
Y

Y A

el 4
< <

4)- Relais avec seuil et hystfésis 5)- Commutateur tout-ou-rien

FIGURE 2 — Exemples de non linearités combinées.
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Condition d’existence de la solution

Existence de la solution
On suppose que la fonction f(x(z), 7) est

@ continue par rapport a ses deux variables;

@ lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme variable ¢ and x(#), c’est-a-dire
qu’il existe une constante positive L (appelée constante de Lipschitz) telle
que

lf(x(@), 1) = f(2(0), DI < Lllx(2) - z(0)ll, V¢ € D, Vx, y € R, (20)

Dans ce cas, la solution x(¢) du probléme de Cauchy existe, est unique et
appartient & C'(D).

La vérification de I'existence de la solution est importante comme phase de
validation. Puisque avant d’étudier ou concevoir une loi de commande, on doit
étre slr qu’on a un probleme bien posé.
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Condition d’existence de la solution

Exemple : fonction lipschitzienne
@ Fonction : f(x) = x*, x € D = [0, 2].

@ Démonstration :

If(x) = f@)I = |Ix* = 27| = |x* = 27| (21
x* = 22| = |(x + 2) (x — 2)| (22)
= |(x + 2)| [(x — 2)] (23

Comme x € D =0, 2], alors max [x + z| = 4

lf(x) = f@I < 4](x = 2)l (24)
lfx) =f@I < 4|(x =2l (25)

@ Constante de Lipschitz L = 4.
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Points d’equilibre

Le concept le plus important en analyse des systemes non linéaires est celui
du point d’équilibre.

Point d’equilibre
Un point x = x, dans 'espace d'etat est un point d’equilibre pour le systeme
non linéaire autonome suivant :

(1) = f(x(r)) (26)

si pour x(fp) = x. on a x(t) = x,, Vt > 1.

D’apres la définition, les points d’équilibres du systeme (26) sont les racines

réelles de I'équation f(x,) = 0, c’est-a-dire x, € ‘R”. En effet, si

. dx(1))

K1) = — = =f(x) =0 (27)
5

on déduit que le point x, est constant, par consequent d’apres la définition, x,

est un point d’équilibre.
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Points d’equilibre

Exemple : points d’equilibre

Déterminer les points d’équilibre du systeme suivant :
(1) =r+x*(), re®R (28)

Pour determiner les points d'equilibre, on résout I'équation algébrique
suivante :

(1) =0= f(x,) =r +x§ =0 (29)
On les trois cas suivant :
@ Sir < 0, on a deux points d’équilibre x, = —\/r et x, = ++/r.
@ Sir =0, on aun point d’équilibre x, = 0.

@ Sir > 0, pas de points d’équilibre (rappelons que x, doit étre un nombre
réel).
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Linearisation autour d’'un point d'equilibre

Considérons un point d’équilibre x., u, et y, et introduisons les variables
d'écarts suivantes :

Ax =x—x, (30)
Au=u-—u, (31)
Ay =y —ye (32)

Le modele lineaire approximant le systeme non linéaire autonome
x(2) = f(x(2), u(t)) (33)
y(t) = h(x(1), u(r)) (34)
pour des petites variations autour du point d’équilibre est donnée comme suit :
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (35)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (36)

ou

A= V)Cflx:xe, U=u, * B = V)cflx:xe, U=u, * C = Vuhlx:xe, U=u, ° D = Vxhlx
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Linearisation autour d’'un point d'equilibre

- oh Oh Ofi - oh Oh  Oh
5)61 (9)62 6xn 8141 5142 8um
o 0 Of o, 0L  Of
V.f = 0x; O0x» ox, |, V.f = ou; Our ou,,
of, of, of O o
- Ox; Ox 0x, | - Ou; Oup ou,, |
(38)
[ 0hy Ol 0hq [ 0hy  Ohy %
0x1 0x» 0x,, oh; Ou ou,,
oh, Oh oh» oh, O0h %
V.h=| 0x1 0x; ox, |, V,h=| 0uy Ou ou,,
oh,  Oh, oh, oh,  Oh, oh,
| Ox1  Oxp 0x, | Jup. Oup Ol |
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Linearisation autour d’'un point d’equilibre

Linéarisation : exemple d’application
Lineariser le systeme suivant

0@ =xO)+x50 +x1(u@) = fi =x(0) + x50 +x(Dulr) (40
Xo(1) = x1(¢) + x2(¢) = fo = x1(2) + x2(2) (
y(t) = x1(2) x2(2) = h1 = h = x1(t) x2(¢)

>~ s
l\)_L

autour du point d’équilibre x{, = -3, x1, =3, u, =2 ety, = -3.

J 8f1 Gfl ]
| oxg Oxp | _ | LHu() 2x(r) [ 1+2 2x3
Vi = ofr O0fr |~ 1 1 =)A= 1 1
| Ox;  Oxo |
- Oft ]
| ou | _ | a® | -3
Vuf = & = [ o |=[B=]| §
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Linearisation autour d’'un point d’equilibre

Linearisation : exemple d’application

Le modeéle linéaire est :

x(1) = i
3

y(@®) = |
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Exercices

Exo. 1 Considérons le systeme hydraulique (bac de stockage) de la Figure 3.

*

> ||

FiIGURE 3 — Bac de stockage.
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Exercices

Le bac est alimenté par le débit Q.(¢) pour avoir en sortie un débit Q4(1) qu'on
suppose proportionnel a la hauteur A(¢) du fluide dans le bac, c’est-a-dire
O,(t) = a h(z). En utilisant le bilan de matiére, déterminer le modele
mathématique du bac.

Le volume d’'un c6ne d’'une
hauteur [ et d’'une base (disque)
de rayon r (Figure 4) est donné
par la formule suivante :

T >
V==rl
37‘

FIGURE 4 — COne.
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Exercices

Exo. 2 Considérons le circuit électronique de la Figure 6. Le circuit est
constitué d’'une source d’alimentation en tension U, d’'une résistance R, d'une
inductance L, d'un condensateur C et d’'une diode. La caractéristique

ip = ®(Vp) de la diode est donnée par la Figure 5. On demande de préciser le
type de la caractéristique de la diode et de déterminer le modele

mathematique du circuit.

Vet ——C Vb

Ficure 5 — Circuit électronique.
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Exercices

0.8 1

0.6 1

Ip [mA]

0.4 1

0.2

0.0 1

FIGURE 6 — Caractéristique de la diode Ip, = ®(Vp).

Exo. 3 Démontrer que la fonction f(x1, x) est lipschitzienne pour
(xla x2) < [—2, 2] X [_29 2]

—X1 + X1 X2
X2 — X1 X2

flxr, x2) = [
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Exercices

Inegalité de Young

Soitpe|l, o)etl/p+1/g=1,sia>0etb > 0 alors on al'inégalité

suivante : P b
ab<L + 2 (48)
P q

Exo. 4 Soit le systeme non linéaire non forceé

1(0) = =x2(t) = i (1) (310 + 30 (49
() = 21 (1) = () (1) + B(0) (50
y1(#) = x1(2) + x2(1) (51)
y2(t) = 2(1) + x1(7) (52)

Linéariser le systeme autour de ses points d’équilibre.
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