Département Automatiqgue
Faculté de Génie Electrique et de I'Informatique
S6, section B

Année 2019/2020
Systemes asservis échantillonnés: Le corrigé dedérie de TD n°4

Ex.#10n considére le systeme continu de fonction desteain
1
G(p) =—
p

Un correcteur analogique a été concu pour le systeon expression est donnée comme suit :

025
Clp) =—
p+l
On décide de mettre en ceuvre une régulation nuo®rigt on choisit une période
d’échantillonnageA = 1s.

1) La boucle d’asservissement numérique est dopaéka figure suivante

E E(Z) U i i
(@) + C(2) @ > Bo(p) |+ Gap)

Ou : C(z) est la fonction de transfert du régulatetmérique.

2) Calcul du régulateur numérique obtenu par lecrdissation de C(p) en utilisant

'approximation de Tustin= p = EZ—_l
Az+1

En remplacant la variable de Laplace p dans C(pppa%z—;i, avecA=1s, on obtient :
z

025z +1) _ 0083z +1)
3z-1 z-0.33
3) Calcul des 5 premiers échantillons de la répalusgysteme en boucle fermée a un échelon
unitaire.
La fonction de transfert en boucle fermée est :

F =32 - CRIGE)
E@ 1+ C@)G()
* Calcul de G(2)
G@) =Z{cp)} = Z‘lz{Ga(p)} - Z‘lz{i} =2 Res(0) = 2
z p z p2 z z-1
En remplacani par sa valeur, on obtient:

C2) =




1
G@)=——
(2 —)
D'ou :
S(z) _ 008%+ 0083 _ 008% 1+ 008% 2

E2) 22-1257+041% 1-125271+041%72
» Détermination de I'équation de récurrence

A partir de la fonction de transfert en boucle féeyon a :
S(2)(L- 125271 + 041%72) = E(2)(008% 1+ 0083 ?)

En appliquant la TZ inverse, on obtient :

s(k) —125s(k =1) + 0413(k —2) = 0083(k —1) + 0083F(k - 2)
Dou :

s(k) = 1255(k —1) - 0413(k —2) + 0083(k —1) + 0083F(k - 2)
Alors :

s(0) = 0,s(1) = 0083, s(2) = 027,s(3) = 047,5(4) = 064

F2) =

Ex.#2 Considérons l'asservissement représenté par lefaulessous:

E E(Z) U i i
(Z) + C(2) @) : » Bo(p) —» Ga(p) i

1
On donne G = et A=2X
) = v 02p+

1) Détermination du régulateur numérique C(z) qeinpet d’avoir en boucle fermée une
réponse pile avec un retard d’'une période.
1.1 Calcul de G(z)

G(2) = Z{G(p)} = 2;12{ Gap(p)} =z '12{ 1 } = Z;1(Res(0) +Res(~02) + Res(~1))

z p(p+ 0.2)(p+1)
: 1 z 5z
Res(0) = lim p =
p~0 P(P+02)(p+1) z-AP z-1
1 z z 625z

Res(-02) = lim (p+02) - __
p- -02 p(p + 02)(p + 1) zZ— eAp 016(2 —-e OZA) (Z —-e~ OZA)

. 1 z z 125z
Res(-1) = |lim (p+1) = =
p--1 p(p+ 02)(p+1) 7 - BP 08(z- e_A) (z- e_A)

625e 02 1 12578 4 5)7 4+ 57128 _ gogmh 4 195024

G(@)= 2_ 02, “12

z e 8 zZ+e
En remplagani\ par sa valeur on trouve



0.9797z + 0.4456

@)=
z“ - 0.8057z + 0.0907

1.2 Calcul de la fonction de transfert en boucle fexmé
F = S0 - C6E)
E(z) 1+ C(2)G(2)
1.3 Calcul du régulateur permettant d’avoir en bodietenée une réponse pile avec un retard
d’'une période.
Une réponse pile avec un retard d’'une période feggniie la sortie est I'entrée retardée d’'une
période= s(k) =e(k -1) (*)
La fonction de transfert désirée en boucle fernsé®letenue en appliquant la TZ a (*), d’ou :

sl
(2 z

On détermine le régulateur C(z) pour avoir F(z[zF; i.e :

CGE@) _
1+ CoeE 9@
D'ou :
1
c=— @ z _ 10212% - 0.8224 +0.0926

C@L-Fy@)  09797%2+04456 , 1 72-0545%+04549

22 -0.8051z+0.0907  Z

Le régulateur est réalisable, parce que le degréndmérateur est égal a celui du
dénominateur.
Remarque: un régulateur est réalisable si le degré du nateeér est inferieur ou égal a celui
du dénominateur.
2) On suppose C(z)=K, avec K>0. Déterminer ce agur pour avoir une erreur de position
égale a 0.1.

E@ _ E@
1+ C(2)G(z) 1+KG(2)

L’expression de I'erreur es&(z) =

Erreur de position=> E(z) = E—Ozl
Z —_—

z-1 2 z-1 z 1+KG(2) 1+KG(D) 1+5K

E N
On pose—2 =01, d’ou
1+5K
K = Ep-01
0.5

Si Eg = 1(échelon unitaire}> K =1.8.
3) Détermination de la valeur de K pour que le &y soit stable en utilisant le critere de

Jury.
La fonction de transfert en boucle fermée est :



Fp=d - _KCE@ _ K(0.9797 + 0.4459
Ez) 1+KG(@) 22+(K 0.9797-0.8057)z+0.0907+ K0.4456

Le polynédme caractéristique (dénominateur de Fl@))asservissement est donné par:

D(2) = z2 +(K 0.9797- 0.8057)z + 0.0907+ K0.4456
Les coefficients de D(z) sontay =1, a; = 0.9797K —0.8057, ag = 0.0907+ K0.4456

Selon le critéere de Jury, I'asservissement estestib
D(1)>0= 1.4253K+0.285>0= K>-0.2
D(-1)>0=1.8964- 0.5341K>8> K<3.5506

|ag| <ap = |0.0907+ K0.4456 <1=> — 24477 <K < 204

L'intersection des intervalles donne : 0<K<2.04
Donc le systeme est stable si : 0<K<2.04

Ex.#30n souhaite commander le systéme analogique suivant

7
G =
a) = o)
en utilisant un régulateur Pl numérique calculé |aardiscrétisation d’'un régulateur PI
analogique de fonction de transfert:

Calp) = K(1+T—ij

Avec : Ti=0.3s, K=0.43.
Le schéma de 'asservissement est le méme quedeeligxercice 1 et 2.
1) Calcul durégulateur numérique C(z) par la discrétisatiolCgp), A = 00k

C2) :Z__lz{ca(p)}
z p
CalP) _K, K _043, 043

P P Tip?2 P 03p?
Alors :

Z{Ca(p)} _ z{ 0.43} . z{ 043 } - sz { 1} L 432{ 1 } _04% 143z _ 04% 00142

p p 03p? p p?2| z-1 -2 z-1 (z-p2

D’ou :
_z-1[ 04%  0014% | 043 -04157
C@2)= + =
z (z-1 (z-1?2 z-1

2) Déterminer les 4 premiers échantillons de laonép du systeme en boucle fermée a un
échelon unitaire.



2.1 Calcul de G(2)

G(z)=z_1Z Ga(p) :z—lz 7 :z—lz 2333 =Z_1(Res(0)+Res(—i)
z p z p@+ 0.3p) z z 03
pP+-—)
03
On obtient :
G@) = 0.2295
z-0.967:

2.2 Calcul de la fonction de transfert en boucle faxmé
F(2) = S(2) _ C(2)G(z) _ 0.0987z-0.0954 _ 0.09872_1—0.09542_2

E@ 1+C(0)G@) 2-18657+0871¢ 1-1.86&z L +0.871z 2
2.3 Calcul de I'équation de récurrence et des échamsil
A partir de la fonction de transfert, nous avons :
S(2)(L- 1869 1 +0.871&2) = E(2)(0.0987%2 1 - 0.0954 ~2)
En appliguant la TZ inverse, on obtient I'équattnrécurrence suivante
s(k) — 1869%(k —1) + 0.8718&(k — 2) = 0.0987e(k —1) — 0.0954e(k - 2)
Les 4 premiers échantillonnant sont donnés comite su

s(0)=0; s(1)=0.0987; s(2)=0.1877; s@B¥679; s(4)=0.3403.

3) Calcul de I'expression de la loi de commandg a(grogrammer sur I'ordinateur
Ona:

U@) _ 04% -04157 _ 043-04157 1
e@) z-1 - 1-7z71
D'ou :
U@)-z"1) =¢ (2)(043- 041571
En appliquant la TZ inverse, on obtient I'équattEnrécurrence du régulateur
u(k) —u(k =2 = 043(k) - 0.415%(k -2)
La loi de commande a programmer sur l'ordinatetir es
u(k) =u(k -1 + 043(k) - 0.415%(k -2)
4) Etudier la précision en régime permanent (Issipre est un échelon d’amplitude).E
E(2)
1+ C(2)G(2)

0.2295(043z - 0.4157)
(z-0.9672)(z-1)

C(2) =

L’expression de I'erreur es&(z) =

Avec : C(2)G(2) =

E(Z) = Z—

Alors:

£p(®) = lim 27l py=im 221 __E@  _ Eo
z-1 Z z-1 Z 1+ C(Z)G(Z) 1+

L’erreur statique de position est nulle parce cudohction de transfert en boucle ouverte

C(2)G(2), contient un intégrateur.



Ex.#4 La fonction de transfert d’un processus analogmu@remier ordre, muni de son BOZ
et échantillonné au pds s’écrit:

G(2) = KE, aveca=e A/T
z-a

K et T sont respectivement le gain et la constdateemps du systéme analogique.

Le correcteur numérique choisi est du type Pl definction de transfert est donnée par :
Kg z-2z

Cz) =—>— 0 aveczo=1—A etKS:KCA

1-z9 z-1 T; T;

K¢ et Tj sont les parametres du correcteur analogiquespondant.

| _z-1 K _z-1 1,1
Avec : G(2) = . Z{p(1+Tp)} etC(z) = - Z{KC{erTipZ}}

1) Quelle valeur a choisir poug afin de compenser le pble du processus ?
La fonction de transfert en boucle ouverte est derpar

K — —
GBO@) = C)G() = s 2720 172
1- z-1 z—-a

Ainsi la compensation de pole est assurée ggur . a

2) Détermination de la valeur dedui assure cette compensation
A partir dezg = g on obtient :

1-B o
Tj

Dou: T =

a0

3) Détermination de la fonction de transfert enlbdarmée et la constante de tempsdu
systeme analogique équivalent

Ona:F(z) = _C@6@)
1+ C(2)G(2)
w%ﬁ@&@z&
z-1
KK _ KgK

Dou: F(z) = = :

@ z-(-KgK) - B/T

Alors : e &/ =1 KK

La constante de temps du systéme analogique équivalent est donc égale a
L -A

T Ln(Ll-KK)



Ex.#5 On considére un systeme retardé dont le model&géb) :16+—6 qgue I'on souhaite
Y

piloter al'aide d’'un correcteur PID numérique de type RST.
On souhaite que le comportement du systéme en édeichée soit du second ordre avec
h =05 etw, = 0363rad/s La période d’échantillonnagh = 2s

1) Déterminer les polyndmes R, S et T permettaneédendre au cahier des charges.
Dans la structure RST de régulateur PID numéritpupolyndmeS(z) = T(z) Le schéma de

I'asservissement est donné par la figure suivante :

E E(Z) U i i
(Z) + C(2) @) : » Bo(p) —» Ga(p) / i

Avec :
cy= S0 otz rspr
R@  @-zha+nz ™

2

1.1) Calcul de la fonction de transfert échantillondésiréeery (z)
K

La fonction de transfert analogique désirée égjyi(p) = 5
1+—p+ L
Wn (,0%

Avec : K est le gain statique, h: coefficient d’atssementw, : pulsation propre (rad/s).

Alors la fonction de transfert désirée échantilleamst

=232 bty
V4

P 22+a12+a0

Avec : ag = g~ 2hwnd , Wp =W V1= h?, a1 =-2,/ag cospl)

bg =ag ++/ap {h%sin(wpm - cos@pA)} , b1 =1-/ag {h%sin(wpm + cos@opA)
p p

D'ou :

02012 +0.1575 _ 02012 1+01575%72 _ < 02012 1+01575% 2

72 -11252+0484  1-1.1252" 1 +0.484272 P4 (2)
Avec Py (z) est le polyndbme caractéristique désiré en BF.

Fa(2) =K

1.2) Calcul de G(z2)



G(2) = Z—lz{Ga(p)} _,11770 . zg=e A
z p z-2p
Avec A= 2 et 1= 65, on obtient :
0283 _ 028% > _ B()
z-0716 1-071ez71 AQ)

G(2) = 21

1.3) Calcul de la fonction de transfert en BF

Foy - C@CD _  B@S®)
1+ C@)GE) A@RE + B@S?)

1.4) Détermination des polynbmes R, S
La détermination des polyndmes R, S, i.e, les panas { 5,5 etsy se fait par la
résolution de identité de Bézoutsuivante :

A(2)R(2)+B(2)S(2)=Fy (2)

D’ou:

1+7 Y - 1716) + 272 (0716- 17161, + 02830) +2° (07167 + 0283) + 028F,2 4 =
1- 11251+ 0484772

Par identification, on obtient:
- 1716=-1125

0716- 17161, + 02830 = 0484
0716, + 0283 =0
0283, =0

Apres la résolution du systéme d’équations ci- @&ssn obtient:
L = 0591

Sg = 2764

51 = - 1495

s2=0

Le régulateur est donc :

_Sz) _ 2764-1495 1
C2) = = =) =)
R@) @-z7Y)a+ 05917

2) Détermination des 4 premiers échantillons dedfeonse a un échelon unitaire du systeme

corrigé.
La fonction de transfert en BF est donnée par :
= Y@ B(Z)S(2) 07822 - 042373

E@ A@R@+B@2) 1-11251+ 04842



D’ou I'’équation de récurrence suivante :
y(K) = 1125y(k —1) — 0484y(k - 2) + 0782e(k — 2) — 0423e(k - 3)

Les échantillons sont donnés comme suit:
y©) =0, y@=0; y(2) = 0782, y(3) = 1239.

Ex.#6 Considérons la boucle de régulation numériqueasiiéy:

P(2)

E@) 4 &) o lva, |+ + Y(2)

P(z) : est la perturbation

1) Exprimer Y(z) puise (z)en fonction de E(z) et P(z).
1.1)Calcul de Y(2)

Y(2)=Ye(2)+ Yr(2)

Ye(2): la sortie due a la consigne E(z) quand laypkeation est supposée nulle (la dynamique
en poursuite ou en asservissement).

Ypr(z): la sortie due a la perturbation P(z) quand laigmesest supposée nulle (la dynamique
en régulation ou de rejet de perturbation).

Calcul de Yg(z) (on pose P(z2)=0) :
Quand P(z2)=0, le schéma devient :

E@) 4 o =@ U(2) | Ye(@)

C2 |2, 6@

Sa fonction de transfert est donnée par :
YE@ _ C@2)G(@)
E(z) 1+ C(2G(2)
C2)G(2)
1+ C(2)G(2)

Alors: Yg(2) = E(2)

Calcul de Yp(z) (on pose E(z2)=0) :
Quand E(z)=0, le schéma devient :



P@) | Yr(2)

G(2) C@2)

Sa fonction de transfert est donnée par :

Yp(2) _ 1
P@) 1+ C(2)G(2)
Alors :
_ 1
Yp(2) = 1+ CG@) P(2)
Doi: Y@ =—S&8@ gy, 1 g

1+ C(2)G(2) 1+ C(2)G(2)
Dans I'expression ci-dessus, il y'a deux fonctidlestransfert. L’'une décrit la dynamique en
asservissement (P(z)=0) et l'autre décrit la dymammien régulation (E(z)=0).

1.2) Calcul deg(2)
Ona:€(2=E@- Y(2
1 1

Alors: €¢(z) =——E(2)

e PO
1+ C(2)G(2) 1+ C(2)G(2)

Soit: Y (z2) = Fe (2E(2) + Fp (2)P(2)
2) Quels doivent étre les gains statiquesFgg(z)et Fp(z) pour que l'erreur statique de
position soit nulle ?

La fonction de transfert en poursuite est donnée pa

C@2)G(2) 1

Z) = =

@ 1+ C(2)G(2) 1+ 1
C(2)G(2)
La fonction de transfert en régulation est donrege p
1

) =————
P2 1+ C(2)G(2)

L’erreur de position en régime permanent pour wréupbation en échelon est donnée par :
. z-1 .z-1 1 1
€p(e0) = lim —=¢(2) = lim Ez)-————P(z
ple) = M, = f@ = (1+ CaoE 2 1 caem )J
Avec E(2) :Eet P(2) =E, on obtient :
z-1 z-1

10



£p () = lim Eo P
P L1+ c@G@) 1+ C@)G@)

L'erreur statique est nulle slim C(z)G(z) =« . Cela impligue que le gain statique de
z-1
Fe(z)estégal a 1, i.eF= (1) =1 et le gain statique dép (z) est nul, i.e,Fp (@) = 0.

Donc la fonction de transfert en boucle ouverte)G(z) doit comporter au moins un
intégrateur (pble z=1).
-05p

1+5p
souhaite piloter 8aide d’un correcteur RST. La période d’échaantithageA = 0.6s
On souhaite que le comportement du systeme end@erohée soit du second ordre avec :
- un gain statique égal a 1.
- h=0.7 pour wyA =1.
1) Détermination des polynémes R(z), S(z) et T(e)mettant de répondre au cahier des

charges.
Le schéma de I'asservissement est montré pardeefiguivante :

Ex.#7 On considere un systeme retardé dont le modéleGgdp) = gue l'on

E(z) + @) [ 1 U@

— T — 26 G(2)

Y(2)

S(z) |«

1.1) Calcul de G(2)
Le retardt est inférieur a la période d’échantillonnafyet1 = 05< A

T=(@1-mA - m =1—% = 0.1667

Alors :
-1 (G _ -
G(z) =2~ 12{—‘3@}:2 Ik, 224
z p z-2g
m
_ 20-2
Avec zg = 2/T q =0 %0 Ky =K(@z-z]).
1-z'

T : est la constante de temps du systéme analoggple a =
K : est le gain statique, avec K=3.
D'ou :

G(2) = 0.0594 z+4.7106 _ B(2)

2(z-0.8869 A(2)
On constate que le zéro de G(z3.(- 7)@&t de module supérieur a 1, donc il est imstab

Cela signifie qu’il n’est pas compensable par ule piy correcteur.
Le processus G(z) est de type ©n choisit donc un régulateur de type RST.

11



La méthode de synthése du régulateur est commegsisite cours) :
B(z) peut étre décompose comme suit :
B(z) = Bi (2)Bs(2)
Avec Bj (z) et Bg (z)sont les parties a zéros stables et instables ggsreomme suit :
Bj (z2) =z+4.7106 et B5(z) =0.0594
Le modele désiré en BF est d’ordre 2, donné conuite s
Bm(z
Hm (@) =—-""= @
Am(2)
Le dénominateur est donné comme suit :

Am(z):zz+alz+a0

Avec : ag =e 2¥nd wp = wn V1= h?, & = ~2,/ag cospd) .
Pour h=0.7 etoh,A =1, on obtient :a; = -075et ag = 025.
Le numérateuB, (z) est du premier ordre et doit contenir la partgable B; (z) .
Comme le gain statique dé, (z) doit étre égal a 1, on aura
(z+4.71009
22 -0.752+0.25
Alors By, (z) =B (2)B'\, (2), avecB'\, (z) = 0.0876.
Le polynédme T(z) est donné par :
T(2) =Bm(2)Ag(2) = 0.0876A 5 (2).

Hm (2) = 0.0876

Le polyndmeA (z)doit respecter la relation suivante :
degré (Ag(2)) = 2degré (A(z)) —degré (Am (2)) —degré(Bg(z)) +i -1

i indique le nombre d’intégrateurs. ComrHg, (z) a un gain statique de 1, nous devons
donc avoir une intégration en boucle ouverte, iF4.,

Alors, le degré déA\p (zpst donné comme suit :

2x2-2-0+1-1=2

Donc, on prendra\ g (z) = 22, alors :

T(2) = 0.0876&2

Le polyndme R(z) est défini comme suit:

R(2) = z-1)'Bs @)R'(2) = (- 1)0.0594R' (2)

Avec : degré (R'(z)) =degré(Ag(2)) +degré (A y (2)) —degré (A(z)) —i =1
Alors: R'(z) =z+rg

On a :degré (S(z)) <degré (A(2))+i<2+1

On prendra donc S(z) de degré 2.

Dol : S(z)=s Z°+ 5, 2+%

L’équation de Bézout est donnée par :

A@)(zZ-1)'R'(2) +Bj (252) =Am@)A0(@)

Il vient :

12



2(z-0.8869)(z - 1)(z +1g) + (z + 4.7106)(spz° + 1z +50) = (2 — 075z + 025)z2
Par identification, on obtient :

o +s2 =1.1369

-1.8869( + 4.710655 +s1 = -0.6369

0.8869q +4.7106s1 =0

sp=0

On en déduit sg =0, s1=-0.1663 sy =0.2539 rg = 0.8831

Donc les polynébmes sont comme suit :

R(z) = 0.0594(z - 1)(z + 0.883)

S(z) = 0.253%2 - 0.166%

T(2) = 0.087622
Remarque: On peut vérifier que la fonction de transfert’deservissement est :

Hz) = @) - B@)T(2) _ 00876 2+47106

E) A@R@+B@22) 22 —0.752+0.25

qui est bien le modéle attendu.

2) Déduire la loi de commande a programmer damdifiateur.

La loi de commande s’écrit :

R(2U(2) = T(2)E(2) -S2) Y (2)

D'ou :

(0.05942 - 0.006% - 0.0525U(z) = 0.087&2E(2) - (0.253%2 - 0.166%) Y (2)

En divisant par0.059422, on obtient :

U@) - 0.11621U(z) - 0.883& "2U(2) = LATATE(Z) - 4.2744Y (2) + 279972 1Y (2)
En appliguant la TZ inverse, on obtient :

u(k) = 0.1162u(k —1) + 0.8838u(k — 2) + 1.4747e(Kk) — 4.2744y(K) + 2.7997y(k - 1)
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