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Année 2019/2020

Systemes asservis échantillonnés: Le corrigé dedérie de TD n°1

Ex.#1 Calculer la Transformée en z (TZ) des fonctionsréies suivantes
1) f1(k) = 08K u(k)
En utilisant la définition de la transformée emaz,obtient :
+00 +o00 +o0o
F.(2) = 2z{f1(K)} = Zfl(k)z_k =Z 08K u(k)z K =Z 08Kz 7k

k=0 k=0
Soit B= 08271, d'ou

+ 00
R@ =2z{f1(k}= > B
k=0
En utilisant la propriété suivante d’'une série gétigue infinie

+00
pour|x| < 1,0ona: Zxk =
k=0

x

On obtient :

1 Y4

@ =2{h00)} =2 = oml z-08

2) fo(k) = k08K u(k)
o (2) = Z{f o (K)} = Zfz(k)z_k Zk08k u(k)z” =Z kogkz K
k=0 -
SoitB=—, d'ou :
0.8

+0o0
F@) =2{f2(} = > kB
k=0
Onala propriété suivante qu’'on a démontrée ensd@ir le calcul de la TZ de la rampe)

Zkz =(Z )2 = ()




En utilisant la propriété ci-dessus, on obtient :

+o0o
- B
R @) =2z{fa(}= > kB =
;; (-1

Avec B =i, on obtient :
0.8

R(2) =2{f (0} =22
(z-098)

3) f3(k) = ke 2Ku(k)

+ o0 + 00 + 00

R (2 =Z{f3(k)} = Zf3(k)z_k :Z ke 2K u(k)z K :Z ke oK 27K
k=0 k=0 k=0

Soit B = e°z , D'ou

R =z{fs(} = Y kB
k=0

En utilisant la relation (°), on obtient :

R@=2{fz00}= Y kB k=—2
é) (B-1?
Avec B = e52, on obtient
R (@) = Z{f3(k)} o
3 (e5z—1)2

Remarque: La TZ de § (k) peut aussi étre calculée directement en atitida propriété de
translation complexe vue en cours.

4) t4(k) = (2K u(k)

La TZ def4(k) peut étre déduite de la TZ dig(k) , comme suit :
Ona:

_ z

R(2) = z{o.sk u(k)} —

D'ou :
Fa) = 22k o) = o



5) f5(k) =cos@kT)u(k), T est la période d’échantillonnage.

Ona:

elf g0
cos@) = 5
Dou:

joKT | = jokT
cos@kT):er e ®
2
Il en résulte:
jOkT . —jukT - ;

F5<z>=z{f5(k)}=z{cos@kT)u(k>}=Z{ejw +2e = u(k)}%He ’wkTu(k>}+Z{e"wkTu(k)H

On a démontré en cours que la TZ de la fonctiormeeptielle est donnée comme suit :

Z{e_amu(k)}: ;—aA

z-¢
D'ou :
Z{ej(*’kTu k }=; et Ze  JOKT yk }=—Z.
(k) oo (k) =
Alors :
Fs (2) = Z{fs (k) = Z{coskT)u(k)} =< — 2+ 2
2| 70T z-g7loT

L’expression de #z) peut étre simplifiee comme suit :

@) oz oz _1 222 - @l9T 4 o70Ty, 2% - cos@T)z
2 Z_eij Z_e_j(.L)T 2 (Z_ej(DT)(Z_e_j(J)T) 22 _ (e](.L)T +e_j(.0T)Z+1
D'ou :
2
Zz< —cosT)z
@)=y el

z“ —-2cos@T)z+1



Ex.#2 Pour calculer la TZ des fonctions suivantes, dlisetdeux méthodes : la méthode de
décomposition en éléments simples et la méthodesdatus.

) RE)=—
(P+2)

a) Méthode de décomposition en éléments simplesdilisation de la table La fonction

R (p) est donnée sous la forme d'un élément simpler&esformée en z sera calculée en

utilisant la table.
Selon la table des transformées en z usuelles,: on

Z{ 1 }_ N3, N N~ 2D, _Aze_aA22+A2e_zaAz

B 2(z—e_aA)2 (z—e_aA)3 ) 2(z—e_""A)3

(p+a)°
D’ou :

a®=dmm:4(

1 } _ Ne™2B72 1 N2,

p+2)3 2(z—e_2A)3

A est la période d’échantillonnage.

Remarque: La table des transformées en z usuelles donnéewss ne contient pas la TZ de
I'élément;3 , donc il faut I'ajouter.
(p+a)
b) Méthode des résidus
F (p) possede un pdle triplep = -2, de multiplicité,n = 3.
R =Z{R @)} =Rex-2)

o
. 1d 2
Res(-2) = lim —~— (+2°F(p) A }
p--22dp”| z—-e"P
2T Ap
Res(-2) = lim 19 ZA}|WEE_A%§E
p--22dp°[z-eP] p--22dp| (z-&"P)
ReS(—Z)_ lim l AZeApZ(Z_eAp)Z+2(Z_eAp)AZeZApZ
p--22| (z-ePPy4
Res(-2) = lim * &°eP2(z-eP) + 207%™z | lim N2ePP72 4 N2e2BP;
p—>—22 i (Z—eAp)3 po -2 Z(Z_eAp)3
D'ou :

Aze_ZAZZ + AZe—4AZ

= Res(-2) =
i@ =Rest-2= 55 0



_ p
) F()=— P
) R(P) p?—12p+ 02

a) Méthode de décomposition en éléments simplesugilisation de la table
F (p) possede 2 poles simplgs; =1 et po = 02. Alors, F(p) peut étre écrite comme

suit :
Y
P (p) =
(P-D(p-02)
F2(p) peut étre décomposée comme suit :
A B A+B)p-02A-B
Fo (p) = p _ N _( )P
(P-D(P-02) p-1 p-02 (P-D(p-02)
. . A+B=1 N
Par identification dou:A =125 B=-025
-02A-B=0
Dou :
125 025
P (p) = b1 p-02

En utilisant la table des transformées en z, oienbt

R@ =R E)}= 1252{%_1}— 0252{ 1 }: 125z 025z

p-02] F_gA ,_g02A

b) Méthode des résidus
F (p) possede 2 poles simplgs; =1 et po = 02. Alors, F(p) peut étre écrite comme

suit :
_ p
2P o p-02
@) = Z{F> (p)} = Res(t) + Res(o.z)
p Z 125z
R 1_| 1 = lim _
es@h) = lim (p )FZ(p)Z eAp p 1(|O 02) ,_ b Z—eA
o p z __ 025
Res(02)= lim (o~ 02)F2 (p)~ Ap p'f‘g)z(p_l)z_eAp— .02
F(0) = Z{F () = Rest) + Res02) = 125 025 _ 2% +(-125e°% + 0258,
Tl 020 z-ePyz-e02)
O e —
P+ 2p)
F3(p) peut étre écrite comme suit :
1/2
R(@P) = I
p®+§)

a) Méthode de décomposition en éléments simplesugilisation de la table

F3(p) posséde 2 pdles simplgs; =0 et pp = _%.



Fs(p) peut étre décomposée comme suit :
1/2 A B A + B)p+ 05A
R(P) = -A, B _(A+Bp

P

1 1

+= +=

p 5 p(p 2)
A+B=0

O.5A:% dou:A=1B=-1

p(p + E)

Par identification {

D'ou :
21 1
R(P) == -—3

p .1
P*5

F3<z>:z{Fs<p)}:Z{%}—z -
p‘*‘a

En utilisant la table des transformées en z, orenbt

) o : a-etl?
F3(Z)—Z{F3(p)}‘z_l L _oDI2 - (z—l)(Z—e_A/Z)

b) Méthode des résidus

F3(p) possede 2 poles simples; =0 et p; = -%,

R @) = Z{R (P} = Res(0) + Res(‘%)

Res(0) = lim pFz(p) ZA = jim —/2 ZA =_Z
p-0 z-e"P pﬁO(p+1)z—e P z-1
2
-1 : 1 z .12 z z
Res(—) = Ilim (p+= = lim =-
) _1(p 2)F3(|0)Z_eAID R R V.
J— p-—
2 2
z z _ z(l—e_Alz)

F3(2) = Z{Fs () = Res(0) + Res( ) =% - B Y R YE

A)F4(p) = 1 & avec:t=mA,mO N A estla période d’échantillonnage.

pd+ 2p)

-A/2
Fa(2) = Z{F4 (p)} —,"M5 I S Z_mZ{F3(p)} _,mm zZ(l-e )
P+ 2p) (Z—l)(z—e_A/Z)




Ex.#3 Pour calculer la TZ inverse des fonctions suivgntes utilise deux méthodes : la
meéthode de décomposition en éléments simplesneéthaode des résidus.

VR@)=—0
(z-D(z-2

a) Méthode de décomposition en éléments simplesugilisation de la table

Le dénominateur dé& (z) est sous la forme factorisée. On a

@ _ 1
Z (2-1@-2)

] z " : .
En decomposamw en éléments simples, on obtient :
z

Fl(z): a_ ., b @+b)z-2a-b

z z-) -2 z-D(z-2

U {a+b:O {a:—l .
Par identification on a = .Dou:
-2a-b=1 b=1
I'_1(2): -1 + 1
z z-) (-2
Il en résulte :
=z z
0=y e
_ -1 _--1 —Z -1 z
wto=2ae) =2 2 )

En utilisant la table des transformées en z, oreobta transformée en z inverse de chaque
élément, comme suit :

f1(k) = 2 {R @)} = (-1+ 2)u(k)
b) Méthode des résidus

F(z) possede deux pdles simpleg =1z = 2.

f1(k) = Z74F (2)} = Res(l) + Res(2)

Res(l) = lim (z-1) z k1=
z-1 (-1 (z-2

Res(2) = lim (z-2) z ZK"1 = p k-1 - ok
z2-2 (z-1) (z-2



La TZ inverse de fz) est :

f1() = 2R @} = (-1+ 2% )u(k)

22

R@)=——s
(z-D@E-2)

a) Méthode de décomposition en éléments simplesugilisation de la table

Le dénominateur dé&»(z) est sous la forme factorisée. On a

R@ _ z
Z  (z2-1)@z-2)°2

) z s : .
En decomposan{w en éléments simples, on obtient :
z

R@_ a . b ¢ _@+b)z° +(-4a-3b+c)z+ da+2b—c
z  (2-) (2-2 (z-2)?2 z-1(z-2)2

a+b=0 a=1
4a+2b-c=0 c=2

Par identification on a{‘ 4da-3p+c=1_.)b=-1 pogy:

R@_ 1 1 ., 2
z (27D (-2 (z-2)2

Il en résulte :

z  z N 2z
z-D) (-2 (z-2)2

fo(k) =21 :z‘l{—Z }—z‘l{ z } 77l Z
2(k) =2 {R(2)} = 2% a2

En utilisant la table des transformées en z, orenbta transformée en z inverse de chaque
élément, comme suit :

F(2) =

f2(k) =2 YR @)} = @- 2K +k 2€ )u(k)



b) Méthode des résidus

Fx(z) possede deux polesj =1, pdle simpleny =1.
zo =2, pble doublens, =2.

f2(k) =2 YR ()} = Res() + Res(2)

2

Res(l) = lim (z-1) z A

z-1 (z-1) (2-2)°

2 k+1

Res(2) = lim 4| (z-2)2 z S T

z-2dz z-1) (z-2)32 z-2dz| (z-1)

~im (k +)zK (z-1) - 2K *1

z-2 2-12

= (k +1)2K — 2K+1 = ok _ ok

D’ou la TZ inverse de Xz):

f2(k) =2 YR @)} = @- 25 +Kk 25)u(k)

2
AFR@)=—
)3() ZZ+Z—2

a) Méthode de décomposition en éléments simplesugilisation de la table

F3(z) posséde deux poles simples;:= -2,z5 =1. F3(z) peut étre écrite comme suit :

2
R@= e

R@_ 2
z z(z+2)(z-))

. z s . .
En decomposamw en éléments simples, on obtient :
z

R@_a, b ¢ :(a+b+C)22+(a—b+20)z—2a
z z z+2 z-1 z(z+2)(z-1)

a+b+c=0 a=-1
Par identification on a{@~-b+2c=0-1b=1/3 poy:
-2a=2 c=2/3



R@__1, U3 23

7 z (z+2) z-1
Il en résulte :
_ ., W3z (2132
R@ =1y o
4 _—f E -1 z 2 -1 Z
fa(k) =2 {R@)} =2 {]}+3Z {(z+2)}+3z {(2-1)}

En utilisant la table des transformées en z, oreobta transformée en z inverse de chaque
élément, comme suit :

_nk
f3(0) = 2 YR (@)} = (-5(k) + 2

ou : 8(k) est l'impulsion de Dirac.

+§)u(k) *)

b) Méthode des résidus

Fs(z) possede deux poles simples= -2, zo =1.

fa(k) = 2 Y{R3(2)} = Res(-2) + Res())

k
Res(-2) = lim (z+2) — 2 K1="2pk1_(A7
z--2 (z+2) (z-1) 3 3
Res(@) = lim (z-1) ;zk_l :Z(l)k‘l :3
z-1 (z+2) (-1 3 3
D’ou la TZ inverse de z) :
_nk
f309 =2 R @} = G+ 2 k-1 ()
ou: f (k)=2+(_2)k k=1
P TRT Tt

Remarque: La relation (**) est multipliée par u(k-1) (édbe unitaire retardé d’'une période)

pour obtenir un signal causal retardé d’'une périotst-a-diref3(k) =0,k < 1Ce retard est

dd au fait que la fonctionsiz) ne comporte pas le facteur z au numérateueftéty on peut

10



1

faire apparaitre ce retard, en multipliant le nuateur de Kz) parzz —, ou z_lindique un

retard d’une période d’échantillonnage.
L’expression (*) obtenue par la méthode de décoitipnsest équivalente a I'expression (**)

obtenue par la méthode des résidus. En effet, siatoule les valeurs degf (kpour les

différentes valeurs de k, on trouve les mémes vsleu

u(k-1)a uk-24
1 1
_2_1|0-1 2-3 4-5 K -2-1|0 123 45 'k
Echelon unitaire Echelon unitaire
discret retardé d'une discret retardé de 2
période périodes
Avec :
sik=1 sik =2
uk-1= L ) uk-2) = . )
0, ailleurs 0, ailleurs

De maniere générale, un échelon unitaire disctatdé de n périodes est défini comme suit :

u(k—n) = 1sik=n
- 0, ailleurs

Ex.#4 Pour résoudre les équations aux différences sisaon applique la TZ pour obtenir
I'expression de X(z), puis par application de laiiiZerse on obtient I'expression de x(k).

1
>)<(k +1) - 2x(k) = 2k u(k)
x(0) =1
a-1 _
Rappel : Z{f (k +a)} = 22| z{f (k)} - Zf (z™
i=0

Soit X(2) = Z{x(k)}. En appliquant la TZ, on obtient:

Z{x(k + 1)} - 2z{x(k)} = 2z{k u(k)}

11



V4
z-1?

z(Z{x(k)} - x(0)) - 2X(z) = 2

z 2z
X(@2)=—2—+
= X075 z-1%@z-2)

En appliquant la TZ inverse, on obtient :

k) =z Yx :zﬂ{z }+zﬂ.__:z___
x(K) {X@} —r 0202

on az‘l{i} = 2Ku(k)

et avec la méthode des résidus ou de décompoéitianexo 3) on a :
771 + = (22— 2k +2 2K)u(k)
z-D°(z-2
D’ou
x(k) = 27X @)} = (-2- 2k +3 2K)u(k)

2)
x(k +1) = x(k) = 2u(k)

x(0) =3

Soit Z{x(k)} = X(2). En appliquant la TZ, on obtient :
Z{x(k + 1)} - Z{x(k)} = Z{2u(k)}

4
= 220} -x0)-X@ = =

= X(2) = x + 2z 5
z-1 (z-y
En appliquant la TZ inverse, on obtient

X(k)=Z_1{X(z)}:z‘1{£} 2—1{ 27 }

z-1 z-1)2
Ona :z‘l{i} - 3u(k) et z‘l{ 2z 2} = 2ku(k)
- (z-)

D'ou :
x(k) = ZHX @)} = 3+ 2k)u(k)

Ex.#5Résoudre I'équation aux différences d’ordre 2 sutea
X(k +2) =3x(k +1) + 2x(k) = 3(k)

x(0)=0
x@ =0

12



o(k) : est 'impulsion de Dirac
Notons X(z) la TZ de x(k). En appliquant la TZ aleux membres de I'équation, on obtient :

Z{x(k +2)} - 3Z{x(k + 1)} + 2Z{x(k)} = Z{5(k)}
Avec :

Z{x(k + 1} = 2(Zx(k)} - x(9) = (X (2) - x(0))

Z{x(k + 2} = 22 [Zfx (00} - x(0) - x(0z )= 22X @) - x(©) - xz ™Y
D'ou :

ZZ(X(Z) - x(0) - x(1)z‘1)— 2(X(2) - x(0)) + 2X (2) =1

1 _ 1
722 -3z+2 (Z-D@z-2)
X(z) possede 2 pdles simpleg: =1zo = 2.

= X(2) =

x(k) = Z 7YX (2)} = Res(1) + Res(2)

Res(l) = lim (z-1) —~ kT _qk-1__4
z-1 (z-1) (z-2
Res(2) = lim (z-2) 1 k=1 _ k-1

z-2 (z-1) z-2
D’ou :
x(K) = 2 {X@)} = (-1+ 2 Dyu(k -1
Ex.#6 un systéme discret est régi par I'équation derréoge suivante

y(k) =3y(k =1) +2y(k = 2) = x(k)

Rappel: z{f (k-a)} =z 2Z{f (k)} =273 F(2)
1. Déterminer la fonction de transfert du systeme)/X(z).

Notons X(z) la TZ de x(k) et Y(z) la TZ de y(k). Eppdiquant la TZ aux 2 membres de
I’équation, on obtient :

Y@ -2 Y@@ +2272Y (@) = X(2)
D’ou la fonction de transfert suivante :
2
G@) = Y@ _ 1 _ z
X@) 1-314+27272 22-37 +2

2. Calculer les échantillons y(0), y(1), y(2)
A partir de I'équation de récurrence, on a :

y(k) =3y(k-1) - 2y(k = 2) + x(k)

13



k=0= y(0) =3y(-1) -2y(-2) + x(0) =1
k=1=y@) =3y(0) -2y(-1) + x() = 4
k=2=vy(2)=3y@-2y(0) +x(2) =11

3. Déterminer I'expression de la réponse indiciellesgstéme en fonction de k. Tracer cette

réponse.
A partir de la fonction de transfert, on a :

Y(2) = G@)X(2), avecX(2) = —

z-1
2
= Y(2) = > z z
7zc-3z +2 z-1
D'ou :
3
Y@=
(z-D°(z-2

Y(z) possede deux poles :
z1 =1 : pOle double ez, =2 : pole simple.

y(k) =Z7HY (2)} = Res() + Res(2)

3 3
Res) = lim 2| -2 2 Zk1|_jim 9127 Jk-1l_ 5y
2
z-10z z-1)%(z-2) z-1dz| (z-2)

3
Res(2) = lim (z-2) +zk_1 = 230k1 - 40K
z-2 (z-D°(z-2
y() = 27 HY @)} = (-3-k+42%)u(k)
Le tracé de la réponse : on a

0)=1
y(2) =11
11}-----@
4 .-
1 e
h 1 2 K

14



EX.#7 un systéme discret est régi par I'équation derréoge suivante

y(k +2) =5y(k +1) + 6y(k) = x(k)
Avec les conditions initiales y(0)=0, y(1)=0.

X(K) représente I'entrée du systeme et y(k) stesx(k) est une impulsion de Dirac
1. Déterminer la fonction de transfert du systeme)/X(z).

Notons X(z) la TZ de x(k) et Y(z) la TZ de y(k). Eppliquant la TZ aux 2 membres de
I'équation, en considérant les conditions initiale#les, on obtient :

22Y(2)-52Y(2) +6Y(2) = X(2)
D’ou la fonction de transfert suivante :

_Y(@ _ 1
6= X(2) ) 722 -57 +6

2. Calculer les échantillons y(2), y(3) avec x(k) esé impulsion de Dirac.
A partir de I'équation de récurrence, on a:

y(k+2) =5y(k +1) - 6y(k) +x(k)
Dou :
k=0= y(2) =5y@ - 6y(0) + x(0) =1
k=1= y@) =5y(2) -6y@) +x@ =5
3. Déterminer I'expression de la réponse impulsidengl systeme en fonction de k. Tracer
cette réponse.
A partir de la fonction de transfert, on a :

Y(z)=G(2)X(2),avecX(2)= 1

= Y(@)=G@) = 1
z“-5z +6
D'ou :
o
YO e

Y(z) posséde deux poles simples;:=2 et zo = 3.

y(k) = 27H{Y @)} = Res(2) + Res(3)

Res(2) + Res(3) = Zliinz(z—fg)z"‘l " ZliingFlz)zk_l = (= 2K 4 3K=Tyy(k —1)
y(k) =2 Yy (@)} = (-2t +3 k-1

ona:y(0)=0,y®=0,y(2 =1ety@ =5.

Le tracé de la réponse est montré sur la figuneasie

15



y(k)4

—e
v

Ex.#8 Calcul de la transformée en z de la fonctionréigcy(k) représentée par la figure ci-

dessous (la fonction est aussi nulle dans lesgsamntin représentées).

2Y(K)

111 T

Q 0o O
01 2 3 467 k

o

0}

La transformée en z de y(k) est définie comme:suit

+oo

Y@ = 2y} = Yy 2= y©@z 0+ ywz Tt + y(z 2 + y@z 3 + yayz
k=0
=1+dz7 46272 442734274

Y(2) =1+ dz7lv 6272442734274
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Ex.#9La réponse impulsionnelle y(k) d’'un systéme estndendans le tableau suivant:

k 0 1 2 3 4 5 6 | ... 00
yk) |0 0.9 0.1 0 0 0 0o | ... 0
- Calcul de la fonction de transfert G(z) du system
Y(2)
G(z) = =Y (2
z{8(k)}
(k) est l'impulsion de Dirac, aveZ{5(k)} =1.
+o00
Y@ =2y} = Y v 2= y©@z %+ y@z T+ y(@27?
k=0
09z 1+ 01272
Dou :
G(z)= 0921+ 01272 = %;’0'1
z
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