Chapitre 5: Synthese des régulateurs numeériques N. DJEGH

Chapitre 5. Synthese des régulateurs numériques

5.1 Introduction: L’objectif de la commande est de modifier et d&iorer les performances
du systeme a commander (précision, stabilité, rapidejet de perturbation,..). Dans ce

chapitre, nous verrons les méthodes principalesydhnése des régulateurs numériques.

5. 2 Méthodes de synthése des régulateurs numérigue
On distingue deux meéthodes de synthese des régrdatumeériques:
e Synthése d'un régulateur numérique par transpositio d'un régulateur
analogique
* Synthése directe d'un régulateur numeérique

5.2.1 Synthése d'un régulateur numérique par transpsition (discrétisation) d’un
régulateur analogique

Cette méthode consiste a concevoir d’abord un ci@ue analogique satisfaisant dans
le domaine analogique les spécifications d’'un gabie charge et d'effectuer ensuite une
discrétisation (échantillonnage) du correcteur @gigle obtenu comme le montre la figure
5.1.

E(p) T U(p) S(p)
Do —] e .

L/

Discrétisation

______________________________________

“(2) UG | :
) 4 co 12T Gd(p) i

Figure 5.1 Discrétisation d’'un régulateur analogique

Plusieurs méthodes de discrétisation peuvent étigees pour calculer C(z) a partir dg().
Parmi ces méthodes on distingue:
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a) Méthodes basées sur I'approximation de la variablde Laplace p
Ces méthodes consistent a approximer la variableagéace p, c’est- a- dire, on cherche a
obtenir la fonction de transfert C(z) d’un correcteumérique en remplacant la variable de
Laplace p dans {p) par 'une des approximations suivantes:
a.l) Discrétisation avant p = %1

a.2) Discrétisation arriere :p = jl

a.3) Approximation de Tustin (approximation bilinéaire) : p _22-1

Az+1
b) Méthodes utilisant le Bloqueur d’Ordre Zéro (BO2)
Dans ce cas le correcteur numérique est calculénepsuit :

C) = 2, (O)C, () = 27 a(p)

Ce qui correspond au schéma de la figure 5.2 st@van

), avec Z indique la transformée en z.

&) 1] | U(2)

Figure 5.2 Méthode de discrétisation utilisant un Bloqueur i@ Zéro
Exemple :On considere le procédé représenté par la fondeanansfert suivante :

5
G,(p) =
p(p+1)
Un correcteur de type avance de phase a été cangugpe le systeme en boucle fermée ait
une marge de phage= 45°, son expression est donnée comme sulit :
1+ 05
Ca(p) = 1+ Oop
1+ 021p

Calcul des correcteurs numériques
Les correcteurs numériques obtenus par les difféseméthodes de discrétisation, pour une
période d’échantillonnagk=0.3s sont donnés comme suit:

Discrétisation avant :p = z-1 , C(2) = 053z-023
A 0.21z +0.08
Discrétisation arriére : p = Ll, C(2) = 083z- 053
ZA 0.51z-0.21
Discrétisation du Tustin : p_E.Z 1 C(2) _189z-106
Az+1’ z2-0.17
Méthode de BOZ : C(z) = 22 7(CaP)y _ 0522176
Z p z-0.24



Chapitre 5: Synthese des régulateurs numeériques N. DJEGHA

5.2.1.1 Régulateur PID numérique

Un régulateur PID (Proportionnel Intégral Dérivéumeérique résulte de la
discrétisation d’'un régulateur PID analogique dlisant les méthodes de discrétisation citées
ci-dessus.

La fonction de transfert d’'un régulateur PID analogigst donnée par:

C.(p)=K|1+- 1 TP (5.1)
'S T,
i 1+7p
N

Avec

K: gain proportionnel

Ti : action intégrale

Td : action dérivée

Td /N filtrage de 'action dérivée

Pour la discrétisation, nous approximons p (lavé&) parp :%zl et 1/p (intégration) par

Az . . s " . P .
—1(apprOX|mat|on arriere citée dans la section prénts), il en résulte:
Z —

1 _4 z
Ti Tiz-1
TdP:LZ__l
A z
NA
1 _ 1 _ T4+NA
1+LP 1_|_Td z-1 1- T, 1
N NA z T,+NAz

En introduisant ces expressions dans (5.1), notenobs la fonction de transfert discréte
d’un régulateur PID numeérique

NT, z-1
T, +NA
C)=kl1+42-2 Ta z (5.2)
Tiz-1 1- T, 1
T,+NAz
A1 TN+Tri1A a-z%
C) =K1+ ———+1 (5.3)
Til-z* T
1- 451
T, +NA

» Calcul de la loi de commande a programmer sur I'orthateur
Cela consiste a trouver I'expression de la loi dmmande u(k), c'est-a-dire I'équation de
récurrence qui lie u(k) a I'entrée  (klu régulateur.

En réduisant au méme dénominateur la relation,(Bdis obtenons :

3
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c =Y ) _ | &= zHa-bz h+at-bz )+ Nba-271H?
e@2) @-zhHa-bzd

A b= Tq
Ti’ Ty + NA

?J?ZL; — 1+ b)z'U(2) + bz ?U(2) = K@+ a+ Nb)e(z) - K(L+ b +ab+ 2Nb)z'e(2) + K(b + Nb)z%e(2)
En appliquant la TZ inverse, nous obtenons alolsi lde commande :

u(k) =@+ b)u(k -9 —bu(k —2) + KL +a+ Nb)e(k) - KL+ b +ab+ 2Nb)s(k —-1) + K(b + Nb)e(k — 2)
Remarque

De la relation (5.3), on peut déduire les expressiau régulateur Proportionnel P,
Proportionnel Intégral (PI1) et Proportionnel Dér{fRD), comme suit :

P:C(z) =K
A 1
Pl: C(z) =K|1+—
@ ( Ti 1—z‘1j
T N+T|i|A =29
PD: C(z) =K|1+-¢
_ Td Z—l
T, +NA

5.2.2 Synthese directe d’un régulateur numérique

Cette méthode consiste a calculer un correcteactdiment en numeérique sans passer
par une synthése analogique. Dans ce cas, laweutdt régulateur peut étre choisie a priori
ou déterminée pour atteindre un modele impose.

Le modéle imposé pour la boucle doit étre choidigeusement, il est souvent du
deuxieme ordre, mais parfois défini différemment.

5.2.2.1 Synthese d’un régulateur numérique par imgsition d’'un modele en BF

Soit G(z) la fonction de transfert discrete de I'ensembleZB@rocéde+CAN etH, (Zp

modeéle a atteindre en boucle fermée (modéle déritdoucle fermée), le correcteur C(z) est
déterminé comme suit :

C(Z) :i Hd
G1-H,




Chapitre 5: Synthese des régulateurs numeériques N. DJEGHA

Pour que le correcteur C(z) soit réalisable, it fue le degré du numérateur soit inférieur ou
€gal a celui du dénominateur.
En généralH, (z)est choisi pour avoir en BF un systéme du deuxiémdre(méthode de

ZDAN) ou pour avoir une réponse pile, etc.

5.2.2.2 Synthése d’'un régulateur numérique par impgition d’'un modéle en BO

Dans ce cas, la fonction de transfert en BO dopaé&(z)G(z) doit étre choisie pour
assurer les performances désirées. Par exemple,upeubonne précision, la fonction de
transfert en BO doit posséder une intégration (pale=1).

Une autre méthode de synthese d’'une commande afiment en numérique, est celle
concernant la synthése des régulateurs RST qu’étudker dans la section suivante.

5.3 Régulateurs numériques RST
Les régulateurs numériques RST dont le nom refétdrois polyndmes en z qu’ils
font intervenir, sont des régulateurs dont la lei @®mmande peut s’écrire sous la forme
suivante :
U@ =12 E@) - y(g)
R(2) R(2)

Ou: R@U@)=TE@EZ-S2)Y (2
Ou : E(2) : est la consigne, Y(z): est la sortiesgisteme a commander.

Cette structure est représentée sur la figuresir@cture RST).

E(2)

— L . 42 Riz) U() s |-
S(z) |e
E(2)
| 7@ [ 1Y@ I cq SN
R(2) _4
@
R(2)

Figure 5.3 Structure d’'une commande RST

Avec G(z):% est la fonction de transfert discrete de I'ensemBIOZ+procédé+
z

échantillonneur.
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La fonction de transfert en boucle fermée est dema :

_Y@_  B@TE

H2) =
@ A@R@+ B@SY2)

Les polynébmes du régulateur S(z), R(z) et T(z) sespectivement choisis de degrésas pt
q:

S(2)=62"+ 92" +.....+ 5

R(@Z)=2+ " +...... + Iy (polynbme monique)

T@2)=6 2+ 2%+ 1

Le respect des conditions de causalité impose qag: etc=>(.

Souvent on est amené a prendre les polynbmes&R@)et T(z) du méme degréqgp=g.

Les régulateurs RST sont bien adaptés a la régalaés processus sans conditions sur les
polyndmes dénominateur et numérateur et notamnesnpic cessus avec zeros instables.

Remarque: Si on pose T(z)=S(z), on revient a la commandssitjue, i.e.,:

z
ROU(E = SOEED - S Y@ = U@ = 1 e(d) = Ck )
La commande classique est donc un cas particidiésa dommande RST. La commande RST
est cependant beaucoup plus riche. En effet, osiésde plus de degrés de liberté dans sa
synthese.

5.3.1Méthodes de synthese du régulateur RST

La détermination des parameétres du régulateurc@iefficients des polynbmes R, S et T) se
fait par imposition d’'un modele en BF. De manieéaérale, le modéle imposé est celui d’'un
systéme de'2" ordre spécifié par une pulsation propre et unfmefit d’amortissement. Il
est parfois nécessaire de spécifier d’autres padoces, telles qu’une erreur statique nulle, le
rejet d'une perturbation,.....Nous exposons ici I'dee méthodes de calcul des polyndmes R,
S et T dans le cas d’'un systéme avec zéros stathlestables.

« Commande d’'un systeme a zéros instables et stableles zéros instables sont les
zéros de module >1. Les zéros d’'un systeme caisenéta rapidité. La présence d’un
zéro rend un systeme a non minimum de phase quireslystéme non rapide par
rapport a un systeme a minimum de phase.

Considérons un systeme dont le numérateur possked®eia des zéros stables et instab&ss.
fonction de transfert est :

- B@
G(z2) = AQ)
Posons :B(z) =B (2)Bs (2) (5.4)

Avec Bj (z) et Bg (z)sont les parties a zéros stables et instablessctgpment, i.e. :

Bs(@) =(z—71)(z-22)........
Bi(2=K(@z-z1)z-72).....
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Avec: 77,Zo,....... sont les zéros stables e ,z'»,........ sont les zéros instables. Les zéros
stables sont compensables.

On a la fonction du transfert en boucle ferméeaksérvissement 5.3 est donnée par:

_Y@_  B@TE

H2) =
@ A@R@+ B2

Soit Hy (2) = Em(z) , le modéle désiré (modele a atteindre en bouciade) avec un gain
m (z

statique égal a 1. On calcule R(z), S(z) et T(zirwoir H(z) = Hy, (2) .

Le modeéle désirdd, (z) doit satisfaire la relation suivante :
degré (A (2)) —degré (B, (2)) = degreé (A(z)) —degré (B(2))

Soit: By (2) =B (2)B'm, (2) (5.5)
Le polynbme R(z) intervient au dénominateur de H{zst utilisé pour compenser les zéros

compensables du processus, contenus 8ans et @ssi pour assurer la précision et ce par
les intégrateurs qu'il contient. La structure de)Ryst choisie comme suit:

R@) = (z-1)'Bs @R (5.6)
i: indique le nombre d’intégrateurs.
R'(z) est un polynédme dont le coefficient du teheeplus haut degré est 1.

Le polyndme T(z) fournit les zéros nécessaires pbtenir le numérateuB, (z) du modéle

désiré, dont une partie est déja fournie par léiggaon compensable du processus. T(z) est
choisi comme suit :

T(2) =Bm@Ao () (5.7)
Le degré deA (zdoit respecter la relation suivante :

degré (Ag(2)) = 2degré (A(z)) —degré (Am (2)) —degré(Bg(z)) +i -1

L’objectif est d'avoirH(z) =Hy, (2) , i.e, :

B(2)T(2) _Bm®@ (5.8)
A@RQ@+B@S2) Am@®

En remplacant (5.4), (5.5), (5.6) et (5.7) dan8)(5on obtient :
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Bi (2)Bs @Bm @)A0(2) _Bi@Bn @
A@2)(z-1)'B¢ (2R'(2) + B (2)B< (2)32) Am(2)

Apres simplification, on obtient :

A@)z-)'R'(2)+Bj (252) =Am@)A0(@) (5.9)
Cette équation est appeliéentité de Bézoutou équation de Diophantine

Ainsi, la résolution de I'équation ci-dessus pereheidéterminer les polyndméd® (z) et S(z),
puis on déduit les polyndmes R et T a partir dé)(&t (5.7).

Les polynémes S(z) et R'(z) ont les formes suivsinte

S(2)=6"+ 52" ...+ 5
R'(2) =2+ 1 2.+,

Tels que les degrés doivent respecter les rekaaivantes:

degré (S(2)) <degré (A(2)) +i
degré (R'(z)) =degé(Aqg(2)) +degré (A m (2)) —degré (A(z)) —i

5.3.2 Rejet de perturbation par le régulateur RST

Considérons la boucle de régulation numérique steva
P(2)

Y(2)

E(2)
— ] T teo, 1) Riz) V@l G vl

S(2)

P(z): est la perturbation.

L’expression de Y(z) est donnée comme suit :
Yoo BOT@ g, A@RD oo
A(2)R(z) + B(2)S(2) A(2R(z) + B(2)S(2)

Dans lI'expression ci dessus, il y'a deux fonctidestransfert. L'une décrit la dynamique en
asservissement (P(z)=0) et I'autre décrit la dymamien régulation (E(z)=0).
La dynamique en régulation (E(z)=0) est :

Y2 _  AQ@RE
P@) A@R@)+ B(2)S@)
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Le choix judicieux des polynbmes R(z) et S(z) pdraiéliminer I'effet de la perturbation
p(t).

Pour éliminer I'effet d’une perturbation constarntdéaut que le gain statique de la fonction de
Y(2) . . s . . R .
transfert% soit égal a zéro. Cela implique que le produit AR£2) posséde un zéro pour

z

z=1. Cela signifie que le correcteur doit possénteintégrateur.

Remarque
Tous les régulateurs numériques ont la structur@. RSette derniére est dite la forme
canonique des régulateurs numériques.

5.3.3 Structure RST d’un régulateur PID numérique
Nous avons vu précédemment que la fonction defedrdun régulateur PID numérique est :

T N+Tri1A S
c)=2@ k|12 L T
£(2) Til-z% Ty 4
T, +NA

En faisant la somme des trois termes on obtient:
U@ _so+siz t+s527% _ S2)

C =
@ e@d a-zYHa+pzh) RO
Dou :
_S2) _S2)

U2 = R@) E(2) R@) Y (2)

Avec :

n= __Td

1 1 +Na

A
Sop = K@+—=~—-Nr
0= K+ ~Nn)
A
Sﬂ_zK[rl(l'Fﬁ_ZN)_lj
Sp> =—-K @+ N)

Dans la structure RST de régulateur PID numérideiepolynéme S(z) = T(z), donc le
schéma de la figurg.3 devient :
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Bt i | s |V [en A
' | R@ -

Figure 5.4: Boucle de régulation numérique utilisdatrégulateur PID numérique de type
RST

La fonction du transfert en boucle fermée devient :
_ B(2)S(z)
H(z) =
A(2)R(2) + B(2)(2)

La détermination des parameétrgss ,s; etsy se fait généralement par placement de poles
comme suit:

Soit R(z) le polynébme caractéristique désiré en BF. Aitairésolution de identité de
Bézoutci-dessous permet de déterminer les paramétres.

Pu(z)=A(2)R(2)+B(2)S(2)

5.4 Régulation de systemes de différents types

Dans la partie précédente, nous avons exposé &hodes principales de synthese de
régulateurs numériques. Dans cette partie, nousngida méthode a adopter pour chaque
type de systéme.

5.4.1 Définition des différents types des systemes$oit G(z) la fonction de transfert du
systeme, soit n le degré du dénominateur et mdeéd#u numérateur.

a) Systeme de type Plle systéme décrit par G(z) est dit de type P1 si
*  mM=nou m=n-1
* Tous les zéros sont stables donc compensables

b) Systeme de type P2
e m<n-2
* Tous les zéros sont stables

c) Systeme de type P3
» Ladifférence de degrés entre le numérateur ede@mhinateur est quelconque
» Il possede des zéros stables et instables
5.4.2 Régulation d’'un systéme de type P1
Pour ce type de systéme, la méthode de synthéseédatateurs généralement adoptée
consiste a imposer un modéle en BO.

5.4.3 Régulation d’un systéme de type P2

10
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Dans ce cas, la méthode de synthése généralenmpttacst celle consistant a imposer un
modéle en BF. Le modele a atteindre en BF est clansied’ordre avec retards nécessaires a la
faisabilité de C(z).

5.4.4 Régulation d’'un systeme de type P3

Pour réguler ce type de systeme, on utilise unlaégur RST.
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