Université Mouloud MAMMERI, Faculté de Génie Electrique et d’Informatique
Département Automatique, Année Universitaire : 2017—2018

Spécialité : Master 2 Académique, Options : AS; AIl
Module : Commande Avancée
Examen : Partiel, Date : Dimanche 07 Janvier 2018, Durée : 01h 45mn

[IL EST DEMANDE DE DETAILLER TOUS LES CALCULS]

Question de cours : (05,00 points)

1. quelle est 'hypothese a vérifier pour garantir la convergence de I’erreur de poursuite dans une
stratégie de commande adaptative directe ?

2. comment peut-on identifier un systeme instable ?
3. quelles sont les hypotheses a vérifier pour appliquer la commande matricielle dynamique ?

4. en faisant ’analogie avec la commande adaptative directe, préciser le role du filtre de consigne
dans une commande matricielle dynamique ?

Exercice 1 : (05,00 points)

Le comportement dynamique d’un systeme est modélisé par la fonction de transfert suivante :

Gs) = 0

%34—1)0

Les variations des parametres a, b et ¢ sont données comme suit :
1<a<2; 2<0<4; 0,25<¢<0,5

1. soit les deux intervalles amim < @ < max €t Bumin < B < Pmax avec Pmin > 0. Donner les
résultats des opérations sur les intervalles suivantes : o+ 3, a x 3 et 1/0.

2. écrire la fonction de transfert (1) du systéme sous la forme suivante :

G(S) _ [bomin7 bomax]

[almin7 almax] S _I_ [aomirﬂ aomax]

3. proposer un modeéle nominal pour le systeme.
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Exercice 2 : (05,00 points)

On désire concevoir une commande matricielle dynamique pour un systeme mécanique dont les
premieres valeurs de sa réponse indicielle sont résumées dans le Tableau 1.

Lt [ o] 1] 2|
| y(t) [ 0,25]0,50 | 0,75 |

TABLE 1 — Réponse indicielle.

1. donner la matrice dynamique pour un horizon de prédiction N, = 2 et un horizon de commande
N, = 17
2. si Au(t) = 0 pour t < 0, déduire la valeur de la réponse libre, c’est-a-dire F' X,

3. sachant que la consigne désirée y?(t) = 1, déterminer la commande & appliquer & ¢t = 0 si
Ieffort et 1'erreur de poursuite ne sont pas pénalisés.

Exercice 3 : (05,00 points)

On désire concevoir une commande adaptative directe, a base d’un retour d’état, pour imposer la
trajectoire y,,(t) définie par le modéle de référence suivant :
G (t) = —m Ym () + b y*(t),  am, by > 0

pour le systeme dynamique, a deux parametres a et b incertains, suivant :

y(t) = —ay(t) +bu(t)
ot Y (1), y4(t), y(t) et u(t) sont respectivement la sortie du modele de référence, la consigne désirée,
la sortie et la commande du systeme a corriger.

1. donner I'expression de la commande wu(t),
2. on suppose que a et b sont connus, déterminer les parametres de la commande u(t),

3. donner I'équation différentielle caractérisant la dynamique de I'erreur de poursuite :

e(t) = y(t) — ym(t),
lorsque les parametres a et b sont inconnus.

4. en considérant une fonction de Lyapunov quadratique, déterminer les adaptions qui garan-
tissent la convergence de l'erreur de poursuite e(t).

Fin de I’épreuve
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Université Mouloud MAMMERI, Faculté de Génie Electrique et d’Informatique

Département Automatique, Année Universitaire : 2017—2018

Spécialité : Master 2 Académique, Option : AS et AII

Module : Commande Avancée, Examen : Partiel

Solution

Question de cours : (05,00 points)

Le systeme doit étre strictement positif réel.
En utilisant une commande adaptative.

Le systeme a commander doit étre stable et la perturbation est constante.

e

Le filtre joue le role de modele de référence.

Exercice 1. (05,00 points)

1. Résultats des opérations sur les intervalles :
o a+ 3= [0min + Pmin} Ymax + Pmax]s
e a X = [min F; max £
avec

E - {amin X Bminu Qmin X Bmaxa Opax X Bmina Qpax X Bmax}

1 { 11 }
o — = | — ——
ﬁ ﬁmax ﬁmin
2. Les opérations sur les intervalles donnent :
L [bomirﬂ bomax] = b + Cc= [27 4] + [07 257 07 5] - [27 257 47 5]7
e [ap_ ., ao,..] =bc=1[2:4] % [0,25;0,5]. Dans ce cas, 'ensemble E est :

E={2x0,252x0,54x0,25 4x0,5}

={0,5; 1; 2}
alors [ag, ., Gon..) = [0,5; 2].
1; 2
o [a ., a1 = % = {2’ 4} = [1; 2] x [0,25; 0,5]. L’ensemble E est donné comme suit

E=1{1x0,251x0,52x 0,25 2x 0,5}
={0,25; 0,5; 1}

alors [ay_. , ay,,..] = [0,25; 1].




2,25 4, 5]

) =02 s 70,59
3. Modele nominale :
bo... + by
G0s) = G T o : Ao T G0 0, 62?;3 151.25
2 i 2

Exercice 2. (05,00 points)

1. Matrice dynamique : apres ’application de 1’échelon appliqué a t = 0;a sortie commence a évaluer

a partir de la condition initiale 0, 25. Par conséquent,

g1 =y(1) —y(0) = 0,50 — 0, 25.= 0,25
g2 =y(2) —y(0) = 0,75 —<0,256-= 0, 50

alors la matrice dynamique est

G —

gy /| 0,25
gl | 0,50

2. Réponse libre : a partir des données'du Tableau des valeurs de la réponse indicielle, on ne peut

pas déduire la valeur de I'horizon,de stabilisation Ng. Théoriquement, on a

[ ym<t) |
py_ | 199 o 9N~ N A(t.—l)
L gn, 41— 91 - GNg+N, — 9N, :
| A(t—Ny) |

3. Calcul de la commande %(0) : pour ¢t = 0, seule la premiere composante de X est non nulle, alors

ym(0) Ym(0)
|l ac-n | | o
At . N,) 0

alors

FX=
Ym(0)

Au=(GTQG+R)'GTQ )~ FX)

Ym(0) ]




L’erreur de poursuite et I'effort ne sont pas pénalisés alors

10
Qzlo 1]’ =t

s (3] ] lalo) L] [ (vhe )
0,50 01| |050 0,50 0 1 1 ym(0)

10025
_ [0,25 0,50]
0 111050

:7[025 050] L= ym(0)

0312541 L= 1 — y(0)
0,75 (1 = 4,,(0))

_ —0.57143 (1 — 4,.(0

alors u(0) = u(—1) + Au(0) = 0+ 0.57143 (1 — y,,,(0)) = 0.57143 (1 — ¥,,(0)).

Exercice 3. (05,00 points)

1. Expression de la loi de commande u(t) :
u(t) =Ry (t) + kay(t)
2. Le systeme en boucle fermée est :
y(t) = —ay(t) Folkiy(t) + kay(t) = (0ky — a) y(t) + bk y(t)
Par identification avec le moedele de référence :

Um(t) = —m Ym(t) + bm yd(t)

on obtient b k; —a = —a,, et bky = b,,, alors
k= “_b“m, ki = %’“ (1)
3. En boucle fermée, on a :
y(t) = (0 ku(t) —a) y(t) + bha(t) y(t) (2)
A partir de (1), on déduit les estimés suivantes :
bin kY

b= " G=ay,+ by —
k3 k3




En substituant a et b par leurs estimées a et b dans (2), il vient

30 = (2000 = an = b 5 ) 0l0) + 20,0

k3
~ (P =) = e ) o) + 20, 0

*
kQ 2

Ainsi,

50 = in0) = (20000 = ) = 0 ) 00+ 22 0,0 4 g 0) = 0

)
IH0) =€) = = 4(0) = 0+ 2 Cra0) = K000 7 0 0 ) )

0) — i) =~ (0(0) — (1) + 22 (a(8) — k) 1) 22 (kolt) — B5) (1)
2 2
Ce qui conduit I'équation différentielle suivante :
. bm 7 bm 7 d
6(t) = ~aue(t) + 22 R (04(2) T 22 o) (1)
2 2

4. En choisissant la fonction de la Lypunov (quadratique) suivante :

Vie(t), ki (t), k(B =" 2(t) N k‘12(t) .

On obtient pour la dérivée de V (e(t)sk1(t), kao(t))

WADRORO) _ (1249 + Rk () + Rt bt
V= et (—am 0+ 12 R0y + 12 el yd<t>) R +

() + (Z—m e(t) y(t) + fcl(t)) s (Z—m e(t) (1) + ()

Pour avoir V' < 0, on_impose

% ) y(t) + () =0 et 2 e(t) y!(t) + kalt) = 0

ce qui conduitsaux adaptations suivantes :

b)) == ) et alt) =2 e(t) )




Université Mouloud MAMMERI, Faculté de Génie Electrique et d’Informatique
Département Automatique, Année Universitaire : 2017—2018

Spécialité : Master 2 Académique, Options : AS; AIl
Module : Commande Avancée
Examen : Rattrapage, Date : Dimanche 04 Février 2018, Durée : 01h 30mn

[IL EST DEMANDE DE DETAILLER TOUS LES CALCULSJ

Question de cours : (04,00 points)

1. citer deuxr méthodes utilisées pour la synthese d’'une commande adaptative directe.

2. quel est l'intérét de considérer Au(k) = 0 pour k allant de N, + 1 (N, est I'horizon de
commande) a N, (N, est I'horizon de prédiction) dans une commande matricielle dynamique ?

Exercice 1 : (05,00 points)

Le comportement dynamique d’un systeme est décrit par la fonction de transfert suivante

Z—l

NS

1. montrer que I’évolution de la sortie y(k) du systeme est décrite par une équation aux différences
de la forme
y(k)=0,5y(k—1)+u(k—1)

2. sachant que y(0) = 0, calculer les quatre premiéres valeurs de la réponse y(k) (pour k allant
de 1 & 4) pour une entrée du type échelon unité

0 k<O
“(k):{ 1 k>0

3. donner la matrice dynamique pour un horizon de prédiction N, = 4 et un horizon de commande
N, = 3.

Exercice 2 : (06,00 points)

Soit le systeme dynamique suivant :

y(t) = —y(t) + bu(?)

dont le parametre b est incertain. Les variables y(t) et u(t) représentent respectivement la sortie et
la commande du systeme.
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On désire concevoir une commande adaptative directe, en utilisant la méthode du gradient (MIT
rule), pour imposer en boucle fermée la dynamique suivante

Gm(t) = =Y (t) + b y* (1)

avec ¥, (t) et y?(t) sont respectivement la sortie et 'entrée (consigne désirée) du modeéle de référence.
Le parametre b, est connu et supposé positif.

Pour réaliser cet objectif, on propose d’utiliser une loi de commande de la forme

u(t) = k() y*(t)

ou k(t) est un gain variable.

o

. on suppose que le parametre b est connu, déterminer le gain k* de la loi de commande,

donner Iezpression générale de la loi d’adaptation du gain k(t) (regle MIT),

. montrer que la fonction de sensibilité est donnée comme suit

dy(t)  bm
ok(t) K (s+1) y*(0)

déduire I'expression de la loi d’adaptation du gain k(t),

donner le schéma de simulation,

. est-il indispensable de connaitre la valeur de £* pour implémenter la stratégie de commande ?

Argumenter.

Exercice 3 : (05,00 points)

Soit le systeme non linéaire suivant :

1.
2.
3.

(1) = —as (1)
o(t) = 21(t) a(t) + 21(t) — 2a(2)

mettre le systéme sous forme d’un systeme linéaire a un seul paramétre variable p(t),

donner I'expression du parametre p(t),

donner la condition de stabilité asymptotique du systeme.

Fin de I’épreuve
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Université Mouloud MAMMERI, Faculté de Génie Electrique et d’Informatique

Département Automatique, Année Universitaire : 2017—2018

Spécialité : Master 2 Académique, Option : AS et AII

Module : Commande Avancée, Examen : Rattrapage

Solution

Question de cours : (04,00 points)

1. Méthode de la fonction de Lyapunov et Méthode du gradient (Regle MIT).

2. Pour simplifier le probleme d’optimisation car un nombre de variables de décision (d’optimisation)

important (N, = N,) n’améliore pas les performances.

Exercice 1. (05,00 points)

1. Equation aux différences :

G(z) = = (I=0/521Y(2) =21U(2)

Y(z) 271

U(z) 1-05z1
=Y(2)=0,52'Y(2)=2U(z) = Y(2) =0,52""Y(2)+ 21 U(z2)

L’application de la transformée en Z inverse donne

y(k) =0,5y(k—1)+u(k —1)

2. Les quatre premieres valeurs'de la sortie y(k) :

y(1) = 0,5y(0) +u(0)=0,5x 04+1=1
¥(2)=0,5y(1) +u(l)=0,5x1+1=15
y(3)=0,5y(2) +u(2) =0,5x1,54+1=1,75
y(4) =0,5y(3) +u(3) =0,5x 1,75+ 1 = 1,875

3. Matrice dynamique pour N, =4 et N, = 3 :

g 0 O 1 0 0
0 1,5 1 0

G — g2 g1 _ )
gz 92 g1 1,75 1,5 1

9 93 9o 1,875 1,75 1,5




Exercice 2. (06,00 points)

1. Gain k£* de la loi de commande lorsque b est constant :

Le systeme en boucle fermée est
y(t) = —y(t) + bk y(t)

Par identification avec le modele de référence g, (t) = —ymn(t) + by, y¥(t), on obtient

b
bk* =b, = k* ="
R
2. Expression générale de I'adaptation du gain k(t) :
D’apres la regle MIT, on a
dy(t)
k(t) = — t) ——=
() = —felt) S0

avec e(t) = y(t) — ym(1).

3. Fonction de sensibilité

Ainsi,

ot \ k(1) k(i
i (5 ) gk =0
() o
dy(t) b d
ok~ s+1Y W
dyt) — bn
o) Frnl




4. Expression de I'adaptation du gain k(t) :

, b
k(t) = —ye(t Tyt
(1) = = e(0) gy ')
5. Schéma de simulation :
b | Ym(t)
s+1
e(t)
Yo (t) > u(t)| b y(t)
> s+1
k)| 1 [k®t)] b, <
- << < -7 =< X
S s+ 1 <

F1GURE 1 - Commande.adaptative indirecte.

6. La connaissance de k* n’est pas dispensable car ¢lle peut étre absorbée par v comme suit

() =+ Xe(t)

avec \ = %
Exercice 3. (05,00 points)
1. Systeme sous forme dun‘systeme linéaire a un seul parametre :

(t) = Ax(t)

avec

2. Expréssion de p(t) :

3./ Condition de stabilité :




Les valeurs propres de la matrice A sont

WO 1)
_p(t) VA
=Ty @)

avec A = p3(t) — 4.

()

Pour que le systeme soit asymptotiquement stable, il faut que la partie-réel pT doit étre stricte-

ment négative, alors

p(t) <0=23(t) =1 < 0= —1 < x,(t) < 1 oukncore |z,(t)] < 1




Université Mouloud MAMMERI, Faculté de Génie Electrique et d’Informatique
Département Automatique, Année Universitaire : 2018—2019

Spécialité : Master 2 Académique, Options : Automatique et Informatique Industrielle
Module : Commande Avancée, Examen : Partiel, Date : Dimanche 20 Janvier 2019, Durée : 01h 45mn

(IL EST DEMANDE DE DETAILLER TOUS LES DEVELOPPEMENTS

Questions de cours : (04,00 points)

1. Expliquer la différence entre un parametre incertain et un parametre variable dans le temps,
2. Peut-on formuler un probleme de commande optimale avec un critere de la forme J(u(t)) = tif (z(t) — x(t)) dt
(x4(t) et z(t) sont respectivement 1'état désiré et I’état du systéme) ? Argumenter

Exercice 1 : (05,00 points)

Soit le systeme mécanique de la Figure 1a. Le ressort de raideur K exerce une force de rappel lorsque la masse M est
soumise & la force f(t).

1. En utilisant le formalise de Lagrange, écrire 1’équation différentielle régissant la dynamique de la masse M,

2. On suppose que les condition initiales sont nulles :(0) = 2(0) = 0. On considére comme sortie la position z(t) de
la masse M. Déduire & partir de I’équation différentielle obtenue en 1 la fonction de transfert du systeme G(s),

3. Le ressort est sensible a la température T' de ’environnement. La Figure 1b donne I’évolution de la raideur K
du ressort en fonction de la température 7. On demande de préciser le type de chaque parametre du systeme,

4. On donne M = 1. Proposer un modele nominal, sous forme de fonction de transfert, pour le systeme mécanique.

KA

K
A
OO, .

5
(a) Systéme mécanique. (b) Caractéristique du ressort.

FIGURE 1

Exercice 2 : (06,00 points)

On désire concevoir une commande adaptative indirecte basée sur une correction du type PI de la forme

-804

pour le systeme dynamique suivant :




Les parametres K. et T; représentent respectivement le gain et la constante de temps intégrale du correcteur PI. Les
parametres variables dans le temps K, T et T représentent respectivement le gain statique, la constante de temps
et le retard du systéme. Les variables Y (s), U(s) et E(s) sont respectivement la sortie, la commande et l'erreur de
poursuite définie comme suit E(s) = Y%(s) — Y (s) avec Y¢(s) est la consigne désirée.

Les parametres du correcteur PI sont calculés en utilisant la méthode de Cohen-Coon comme suit :

Ko T (10,87 + 7 9T +207
Kt 12T T (30T +37)
Pour déterminer 1’équivalent discret Cy(z) du correcteur continu C(s), on utilise I’approximation suivante :
z—1
S =
T,

ou T, est la période d’échantillonnage.

1. Quelle type d’approrimation utilisée pour 'opérateur dérivée s,
2. Donner la fonction de transfert du correcteur Cy(z) et déduire 'expression de u(k),

3. Pour k£ < 0, on a y(k) = u(k) = 0 et la consigne désirée est définie comme suit :
g |1 k>0
y*(k) = { 0 k<0

Les estimés des parametres du systeme a k& = 0 sont Ko = 2, To=1cet 7y = 1,2. La période d’échantillonnage
T. = 1. Déterminer la valeur de la commande «(0).

Exercice 3 : (05,00 points)
Soit le systeme décrit par ’équation différentielle non linéaire :

ME(t) + Kx(t) |[2(8)] = f(2)

Elle correspond au mouvement de la masse M soumise & une force f(t) et se déplagant dans un fluide visqueux avec
un frottement proportionnel au crée de la vitesse. K est un parametre positif.

On considere la quantité u(t) = f(t)/M comme la grandeur de commande qui sera limitée en module par |u(t)] < Umax-

Partant de 1’état initial £(0) = 2(0) = 0 on désire en un temps donné ty, atteindre ’état final tel que @(ts) et x(ty)
soit le plus grand possible.

Ecrire le modele sous forme d’état,

Préciser les conditions terminales,

Donner les contraintes a respecter et préciser leurs types,
Donner le critére a optimiser,

Résumer et préciser le type du probleme de commande optimale,

XA S

En ignorant la contrainte sur la commande, donner les conditions d’optimalité en utilisant le calcul des variations.

Fin de I’épreuve
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Université Mouloud MAMMERI, Faculté de Génie Electrique et d’Informatique

Département Automatique, Année Universitaire : 2018—2019

Spécialité : Master 2 Académique, Option : Automatique et Informatique Industrielle

Module : Commande Avancée, Examen : Partiel

Solution

Questions de cours : (04,00 points)

1. Parametre incertain : constant mais inconnu; parametre variable dans le tempss: variable et inconnu

2. On peut formuler le probléeme de commande optimale en ajoutant la contrainte instantanée x%(t) — z(t) > 0.

Exercice 1 : (05,00 points)

1. Modele du systeme :
, 1
— Energie cinétique : T = 5 M 2 (t)
, 1
— Energie potentielle : V = 3 K 22(t)

— Equation différentielle :

d [ aT dr_ oV oD
at (az(t)) T o) T aae) Zizf"
dMVEG(1))

0+ Ka(t) +0 = f(1)

ME(t) + K z(t) =f(t)
2. Fonction de transfert G(s) :

X(s) 1

M) + Kalt) = f(0 5 (Ms*+ K) X(s) = F(s) = Gs) = 5.5 = 3727

3. Types des parametres : masse M parametre contant, raideur K parametres variable dans le temps.

4. Modele nominal : a partir de la*Figure 1b, on a 2 < K <4

Exercice 2 : (06,00 points)

1. Approximation utilisée : différence avant.

2. Fonction de transfert du correcteur Cy(z2) :

i =00 = (10 )

Expression de u(k) :

T. Ulz) K.Tiz+ K. (T.—1T;)
):’E(z)_ T (z—1)




3. Valeur de u(0) :
u(0) = u(—1) + K, e(0) + K¢, (TL - 1) e(—1)

On au(—1) =0, ¢e(0) =y%(0) —y(0)=1-0=1et e(—1) =y¢(~1) —y(-1)=0—-0=0.

Gain du correcteur a k =0 :

Ty (10,8Ty+ 7 1 (10,8x1+1.2> 1
KC():A " ~ co — :>K00:_
Ko 7o 127, 2% 1.2 12 %1 2.4
1 1
— %1 —
u(0) 0+2.4>< +0 %
Exercice 3 : (05,00 points)
1. Le modele sous forme d’état :
K t K
() + 2 (1) 160)] = 2 o) + 2 a(t) (1) = utr)

En introduisant le changement de variable : z1(t) = (%) et 22(t) = 4(t), on obtient :

L2 (t)

o) = 37 21 (0) (0] + u(t)

21(¢)

2. Conditions terminales :

L — |
8 8
N =
—~ =
(sl an)
M’ N
—_—
L —
o O
| S
L — |
8 8
N =
—~
~
- =
= =
| S
1
)
| IS
@
o3}
o+
—
=
o
=
@

3. Contraintes a respecter :

4. Critere a maximiser :

5. Probleme de commande“optimale :

Sujet a :

alt) = 3 21(6) ()] + u(t)
X1 (O) N 0
22(0) | ] 0

xg(tf) =0




Type du probléme de commande optimale : Mayer.

6. Conditions d’optimalité (Equation d’Euler-Lagrange) : Pour écrire les conditions d’optimalité, on doit'convertir

le probleme de Mayer en un probleme de Lagrange comme suit, :

max J(u(t)) = /0 ' xo(t) dt
Sujet a :
.fl (t) = T2 (t)

a:ig(t) - % <8:Zg(t)> =10+ %‘“(t) % (A2()) =1 =Au(t) + % () = Ao(t) = 0
8ig(t) _ % (aif’(t)> = @ (t) + % 1 (t) [0a (8)] — u(t) - % (0) = d2(t) + % 21 (t) [e2(8)] = u(t) = 0
ai?w (& (ai(gt)) = alt) = 5 0= () =0
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Spécialité : Master 2 Académique, Options : Automatique et Systémes
Module : Commande Avancée, Examen : Partiel, Date : Dimanche 20 Janvier 2019, Durée : 01h 45mn

(IL EST DEMANDE DE DETAILLER TOUS LES DEVELOPPEMENTS

Questions de cours : (04,00 points)

1. Expliquer la différence entre un parametre incertain et un parametre variable dans le temps,
2. Peut-on formuler un probleme de commande optimale avec un critere de la forme J(u(t)) = tif (z(t) — x(t)) dt
(x4(t) et z(t) sont respectivement 1'état désiré et I’état du systéme) ? Argumenter

Exercice 1 : (05,00 points)

Soit le systeme mécanique de la Figure 1a. Le ressort de raideur K exerce une force de rappel lorsque la masse M est
soumise & la force f(t).

1. En utilisant le formalise de Lagrange, écrire 1’équation différentielle régissant la dynamique de la masse M,

2. On suppose que les condition initiales sont nulles :(0) = 2(0) = 0. On considére comme sortie la position z(t) de
la masse M. Déduire & partir de I’équation différentielle obtenue en 1 la fonction de transfert du systeme G(s),

3. Le ressort est sensible a la température T' de ’environnement. La Figure 1b donne I’évolution de la raideur K
du ressort en fonction de la température 7. On demande de préciser le type de chaque parametre du systeme,

4. On donne M = 1. Proposer un modele nominal, sous forme de fonction de transfert, pour le systeme mécanique.

KA

K
A
OO, .

5
(a) Systéme mécanique. (b) Caractéristique du ressort.

FIGURE 1

Exercice 2 : (06,00 points)

On désire concevoir une commande adaptative indirecte basée sur une correction du type PI de la forme

-804

pour le systeme dynamique suivant :




Les parametres K. et T; représentent respectivement le gain et la constante de temps intégrale du correcteur PI. Les
parametres variables dans le temps K, T et T représentent respectivement le gain statique, la constante de temps
et le retard du systéme. Les variables Y (s), U(s) et E(s) sont respectivement la sortie, la commande et l'erreur de
poursuite définie comme suit E(s) = Y%(s) — Y (s) avec Y¢(s) est la consigne désirée.

Les parametres du correcteur PI sont calculés en utilisant la méthode de Cohen-Coon comme suit :

Ko T (10,87 + 7 9T +207
Kt 12T T (30T +37)
Pour déterminer 1’équivalent discret Cy(z) du correcteur continu C(s), on utilise I’approximation suivante :
z—1
s =
T,

ou T, est la période d’échantillonnage.

1. Quelle type d’approximation utilisée pour 'opérateur dérivée s,
2. Donner la fonction de transfert du correcteur Cy(z) et déduire I'expression de u(k),

3. Pour k£ < 0, on a y(k) = u(k) = 0 et la consigne désirée est définie comme suit :
an |1 k>0
y*(k) = { 0 k<0

Les estimés des parametres du systeme a & = 0 sont Ko = 2, To=1cet 7y = 1,2. La période d’échantillonnage
T. = 1. Déterminer la valeur de la commande «(0).

Exercice 3 : (05,00 points)

On désire utiliser la commande prédictive pour corriger le systeme suivant
z(k+1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = C (k)

de telle sorte a minimiser le critere de performances définie comme suit :

NP
J =Y y*k+j/k)

i=1

Pour réaliser cet objectif, on considere un horizon de prédiction N, =4 et un horizon de commande N, = 2.

1. Montrer que les prédictions peuvent s’écrire sous la forme :

Y =Gua(k)+ FU avec Y = [ y(k+1/k) y(k+2/k) y(k+3/k) y(k+4/k) }T et U= [ u(z(i)l) }

et préciser les expressions des matrices G et F.

2. Le critere & optimiser peut s’écrire sous la forme .JJ = Y7 Y. Donner I'expression de la séquence de commande U
en fonction de G, de F et de x(k),

3. On partitionne la matrice (FT F)~! FT G comme suit :

(FTEP)'FTG = [ Z; ]

4. Donner les dimensions de la matrice kq,

5. Déduire lexpression de la commande (k).

Fin de I’épreuve

Page 2/2




Université Mouloud MAMMERI, Faculté de Génie Electrique et d’Informatique

Département Automatique, Année Universitaire : 2018—2019

Spécialité : Master 2 Académique, Option : Automatique et Systémes

Module : Commande Avancée, Examen : Partiel

Solution

Questions de cours : (04,00 points)

1. Parametre incertain : constant mais inconnu; parametre variable dans le tempss: variable et inconnu

2. On peut formuler le probléeme de commande optimale en ajoutant la contrainte instantanée x%(t) — z(t) > 0.

Exercice 1 : (05,00 points)

1. Modele du systeme :
, 1
— Energie cinétique : T = 5 M 2 (t)
, 1
— Energie potentielle : V = 3 K 22(t)

— Equation différentielle :

d [ aT dr_ oV oD
at (az(t)) T o) T aae) Zizf"
dMVEG(1))

0+ Ka(t) +0 = f(1)

ME(t) + K z(t) =f(t)
2. Fonction de transfert G(s) :

X(s) 1

M) + Kalt) = f(0 5 (Ms*+ K) X(s) = F(s) = Gs) = 5.5 = 3727

3. Types des parametres : masse M parametre contant, raideur K parametres variable dans le temps.

4. Modele nominal : a partir de la*Figure 1b, on a 2 < K <4

Exercice 2 : (06,00 points)

1. Approximation utilisée : différence avant.

2. Fonction de transfert du correcteur Cy(z2) :

i =00 = (10 )

Expression de u(k) :

T. Ulz) K.Tiz+ K. (T.—1T;)
):’E(z)_ T (z—1)




3. Valeur de u(0) :
u(0) = u(—1) + K, e(0) + K, (77:_5 - 1) e(—1)

On au(—1)=0,e0) =y%(0) —y(0)=1-0=1let e(—1) =y?(~1) —y(-1)=0-0=0.

Gain du correcteur a k£ =0 :

T, 10,8 Th + 7 1 10,8 x 1+ 12 1
K, — L0 ,8To + 7 — K, = ( 8% 14 >:>K00:—
Ko 7o 127, 2% 1.2 12 x 1 2.4
(0) =0+ ! x1+0= L _ g1i67
Y =ET 50 T4

Exercice 3 : (05,00 points)

1. Calcul des prédictions :

y(k +1/k) = Ca(k + 1/k) = C Az(k) + C Bu(k)
yk+2/k)=Cua(k+2/k)=CAx(k+1/k)%CBu(k+1)=C A*z(k) + CABu(k) + C Bu(k +1)

y(k+3/k)=Ca(k+3/k)=CAx(k42/R)+CBu(k+2)=CAx(k+2/k)+CBu(k+1)
=C A x(k)+ CA? Bu(k) + CABu(k+1)+ C Bu(k+ 1)
=CA%z(k)+ CA? Bu(k)+.(C AB+CB)u(k+1)

y(k+4/k) =Cua(k +4/k) =CAx(k+3/k)+CBu(k+3)=CAx(k+3/k)+CBu(k+1)
=CA z(k)+ CABu(k)+CA*Bu(k+1)+ CABu(k+1)+CBu(k +1)
=CA*2(k) 4 6A° Bu(k) + (CA’B+CAB+CB)u(k+1)

Les prédictions peuvent s’éerire sous la forme :

y(k 1K) cA cA 0
y(k %.2/k) C A2 CAB CB u(k)
gk w37k | | ca3 BT o2 CAB+CB [ u(k +1)
ik F4/k) C A* CA*B CA2B+CAB+CB

2. Expression de la.séquence de commande :

Gz(k) + FU)T(Gx(k) + FU)
2T (k) GT +UT FT) (Gz(k) + FU)

P (k) GT Ga(k)+ 2T (k) GT FU+UT FT Ga(k) +UT FTFU
=2t (k)GT Gu(k)+ 2T (k) GT FU+UT FT Ga(k) + U FT FU

J(u) = (
(




VoJ(u) = FT Ga(k) + F* Ga(k) + 2FTFU =0= U = — (FTF)" FT Ga(k)

3. Les dimensions de la matrice k1 est : 1 X n (n nombre d’états).

4. Expression de la commande u(k) :
u(k) = k1 z(k)
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Spécialité : Master 2 Académique, Options : AS & AII.
Module : Commande Avancée, Examen : Partiel, Date : Dimanche 13 septembre 2020,
Durée : 01h 30mn.

(IL EST DEMANDE DE DETAILLER TOUS LES DEVELOPPEMENTS)

Exercice 1 : (04,00 points)

Le comportement dynamique d'un systeme est décrit par le modele mathématique suivant :
1(t) = ax1(t) + baa(t) + ult)
To(t) = caq(t)
aveca=2b=cltetl<c<2.
1. donner le type de chaque parametre du systeme,

2. préciser la classe du systeme.
Exercice 2 : (04,00 points)

Le modele mathématique d'un systeme a parametres incertains est de la forme :

e TS

G(S):aﬂs—I—a—l—ﬂ

avec 1 <7<2,2<a<4etl1<p<3.

1. mettre le modele sous la forme,

6_ [Tminﬂ—max] S

G(s) =

[a1m1n7 almax] S + [a’omirﬂ aomax]

2. proposer un modele nominal G, (s).
Exercice 3 : (06,00 points)

On désire concevoir une commande adaptative indirecte basée sur une correction du type PI de la
forme :

-4 10

Pour déterminer ’équivalent discret Cy(z) du correcteur continu C(s), on propose d’approximer
lopérateur dérivée par la différence finie centrée

df(t) f(t_'_Te) _f(t_Te))

~
~

dt 2T,

ou T, est la période d’échantillonnage.




1. déterminer I'approzimation de I'opérateur dérivée s en fonction de 'opérateur z,
2. donner la fonction de transfert du correcteur Cy(z) et déduire l'expression de u(k),

3. a k =0, les parametres du correcteur PI sont K., = 2 et T;, = 1, déterminer la valeur de la
commande u(0) si y(k) = 0 pour & < 0, u(k) = 0 pour k < 0, T, = 1 et la consigne désirée

est définie comme suit :
k+1 k>0
d B >
yik) = { 0 k<0

Exercice 4 : (06,00 points)

Considérons le systeme non linéaire suivant :

#(t) = ax(t) + b [ult) + f(a(t))|
x(0) = xg

ou f est une non linéarité incertaine qu’on peut écrire sous la forme

f2(t) = Z 0: ¢i(w(t)) = 0" o(x(t))

ou
0, P1(x(t))
0 P2 ((t))
9 = : Y QS(w(t)) = :
0, Pp((1))
Les parametres 6; (i = 1,..., p) sont constants mais inconnus. Les fonctions de base ¢;(x(t))
(1t =1,..., p) sont bornées et connues. Les parametres du systéme a et b sont inconnus et le signe

du parametre b est connu.

On considere le modele de référence suivant :
T (t) = G T (1) + b (1), @y <0

ou r(t) est le signal de commande de référence supposé borné.

1. donner Pexpression de la commande u(t) qui permet d’imposer en boucle fermée le compor-
tement dynamique du modele de référence,

2. en utilisant la méthode directe de Lyapunov, déterminer les lois d’adaptation des parametres
de la loi de commande u(t).

Fin de I’épreuve
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Module : Commande Avancée, Examen : Partiel

Solution

Exercice 1 : (04,00 points)

1. Type de chaque parametre :

’ Parametre ‘ Valeur ‘ Type

2 constant
b et variable dans,le temps
c € [1, 2] | Incertain

2. Classe du systeme : systéeme a parametres variants.

Exercice 2 : (04,00 points)

1. Systeme sous la forme :

e~ [Tmin, Tmax] 5

G(s) =

(O35 Wlina] $ F (001> Q0]
o Intervalle [Timin, Tmax| @ [Tmins Tmax] =([1;+2]

e Intervalle : [a;

max}

a1

min

(B> O] = X B
= [amim amax] X [Bminv ﬁmax]

= [min{E}, max{E}]
avec E = {@umin X Bmin, &in X Bmax, ¥max X Bmin, ¥max X Bmax }-
OnaFE={2x1,2x3/4x1,4x 3}, alors
[a1,,.s Q1,0 ] = [2, 12]

e Intervalle : [agl;,, a =

min ) Omax

(@001 7 Qlina] = ¢+ B
= [@min; ¥max] + [Bmin, Bmax]
= [@min + Bmin, ¥max + Pmax]
=[2+1,4+3
=3, 7]




En résumé, la fonction de transfert sous la forme demandée est

67[172]

G = o1 B

2. modele nominal G,,(s) : la valeur de chaque parametre du modele nominal est calculée en’ prenant-la moyenne

de son domaine d’incertitude. Ainsi, le modele nominal est :

Exercice 3 : (06,00 points)

1. Approximation de 'opérateur s en fonction de 'opérateur z :

df@) _ ft+Te) = f(t = T¢)

dt 2T,
df(kTe) _ f(kTe +Te) - f(kTe - Te)
a 2T,
AR (DL BES (eI
s gty = PEFDZIEZD) (1)) = ok~ 1) et £+ 1)) = f(k+1)
s F(k) = Zf(k);;: f(k)
-1 -1

sf(k)zZ;Ti fh) = 5= o

22 -1
2T, z

S =

2. Fonction de transfert Cy(z) et expression de la commande u(k) :

— Fonction de transfert du correcteur Cy(z) :

1
22 -1
T;
(2Tez)
K. T2 +2K.T.2— KT,
N T; (22 — 1)

Ca(2)




— Expression de la commande u(k) :

U(z) K.T,22+2K.T.2— K. T,

Ga(z) =

E(2) T (22 —-1)
2K . T,
K22+~ K,
= 3 L 1 (On a divisé I'expression précédente par T;)
22 _
2K.T,
2 cte
B KCZ + Tl z Kc y ﬁ
B 22 -1 272
2K, T,
- K.+ T 2V K, 272
B 1— 272
2K T
Ke+——z1-K.z?
Ulz) ¢ T, ¢ L, 7 2K.T. Ly
E(z) 1— 272 = (1=27) V) =A L+ T, ez Bz)
2K . Te _
U(z) — 272U (2) = K. E(2) + T LB(z) - K.2 2 E(z)
2 KT
Uz) = 272U(2) + Ko B(2) + —57—7 ' B(2) — Koz E(2)
2K, T,
u(k) = u(k — 2) + K¢, e(k) + T-O e(k —1) — K., e(k —2)
10

3. Calcul de la valeur de u(0) : d’apres 'expression de*la commande u(k) obtenue en 2, on a pour k =0 :

2K, T,

T el-1) — Koy e(-2)

u(0) = u(—2) +-Kq5e(0) +

u(—=2) =0, (u(k)=0pour k <0)

e(0) = y(0) —y(0) =1=0=1 (y%(k) =k + 1 pour k >0 et y(0) = 0)
e(-1) =y4(-1) S y(=1)=0-0=0 (y%(k) =0 pour k < 0 et y(k) = 0 pour k < 0)
e(=2) =y4(=2) —y(=2) =0—-0=0 (y%(k) =0 pour k < 0 et y(k) = 0 pour k < 0)

w(0) = K, e(0) =2 x 1 ;»

Exercice 4 :

1. Loi de commande u(t) :

Le systéme et le modele de référence sont d’ordre 1. En comparant le systeme et le modele de référence, on
remarque la présence dans la non linéarité f(z(t)) dans le modele, par conséquent la commande doit assurer les
performances désirées (imposé le modele de référence en boucle fermée) en utilisant le terme kq z(t) + ko 7(t) et

compenser le terme non linéaire b f(z(t)) en utilisant le terme — f(z(t)), alors :




2. Détermination des lois d’adaptation :

e a, b et 6 sont constants : dans ce cas, on détermine les parametres constants de la commande k7, k3 et 6*.

Dans ce cas, le systeme en boucle fermée est de la forme :

2(t) =az(t) +bu(t) +b f(x(t))
—az(t)+b [k; () + kS r(ty=0"" ¢(m(t>)} + 507 $(x(t))
= (a+bk}) z(t) +0k;r(t) +b(0 — 0°)T p(x(t))

Par identification avec le modele de référence, il vient :

a+bki =an
bky = by,
0—60"=0
ce qui donne :
) bm
ks
i
4= apm— 75 bn
k3
0" =46

e a, b et A sont variables dans le temps : le systéme en boucle ouverte est :
(1) = a(t) x(t) + b(t) u(t) + b(t) 67 (1) p(a(1))

et la commande est
u(t) = ka(t) () + ka(t) r(t) — 67 (t) ¢(x(t))
par conséquent, le systéme en boucle fermée est donné comme suit :

(t) +b(t) (67(1) — 02 (1)) d(x(t)
(£) +b(t) (0() = 0c(8)" $(x(t))

8
—~
~
~—
([
—~ o~
S S
—~
~~ ~
~
+ +
o [~
—~
~+ ~+
I
= [
—~
o~ ~
~—
— —
] 8
—~
o~ ~~
~—
+ +
o I~
—~~
~~ o~
~
ol
iV} V)
—~
~ ~
~—
= =

Déterminons 1’équation de la dynamique de ’erreur de poursuite




— Qm Tm (t) - bm T(t)

T
kl *
Gy, — k3 b +b(t) k1 (t) | x(t) + b(2) k2(t) r(t) + b(2) ( \9/ —GC(t)) o(x(t))

\W_/ o(t)=06*
a(t)=a

— U Ty () — by, (1)
=am ((t) — xm () +0(t) | k1(t) — k7 | =) + 0(¢) | ka(t) k5 | r(¢)

T
+ b(t) (9* - Hc(t)) P(x(t))
a(t)

E(t) = am e(t) + b(t) (1 (6) 2()lizt) 1(1) + 07(1) o(a(0) )

On prend comme fonction de Lyapunov candidate la.fonction quadratique suivante :

V(). Rato), Rat), 8(6) = S+ o) <’“%2‘” + B0, T00 9“)> Q=Q">0

dV(e(t), kl(d)t B0, 6D) _ 1) ety + By don (1) + Falt) ha(t) + 87 (1) Q1)

—e(t) |ame(®A b(t) Fr () () + b(t) ka(t) (2) + b(t) 67 (1) b(2(1))|
o+ oG] B () ko (8) + 6()] o (8) R (2) + [0(8) 67 (8) Q61(2)

= €(1) + k1 (1) [b(2) e(t) () + [b(8) 1 ()] + Fa(t) [b(8) e(t) r(2) + b(t) iz t)
AT (1) [b(t) e(t) o (1)) + (1) QO(D)]

On a I'équivalence |b(t)| =b(t) signe(b(t)), alors

VEORO 000 o 0y 4 T b) [ o) + sgne (1) s 0

+ ko (t) b(t) [e(t) r(t) + signe(b }

+0(t) 87 (1) [e(t) 6w (1)) + signe(v()) QO(1)|




Pour avoir V < 0, comme a,, > 0, on doit imposer

e(t) z(t) + signe(b(t)) ki1(t) =0 = lLﬁ (t) = —signe(b(t)) e(t) x(t)

= | k1(t) = —signe(b(t)) e(t) z(t)

)
)

e(t) r(t) + signe(b(t))ka(t) = 0 = ka(t) = —signe(b(t)) e(t) r(¢)
)

t
= | ko(t) = —signe(b(t)) e(t) r(t)

e(t) p(x(t)) + signe(b(t)) Q B(t) = 0 = O(t) = —signe(b(t)) e(t) @ p(x(t))

= [d(t) = —signe(b(t)) e(t) Q=" (1))
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Spécialité : Master 2 Académique, Options : AS & AII.
Module : Commande Avancée, Examen : Partiel, Date : Mercredi 02 décembre 2020,
Durée : 01h 30mn.

(IL EST DEMANDE DE DETAILLER TOUS LES DEVELOPPEMENTS]

Exercice 1 : (04,00 points)

L’application de la méthode de la fonction de Lyapounov pour la synthese d’'une commande adap-
tative directe pour le systeme

Y(s) b

U(s) s+a

dont 'objectif est d’imposer en boucle fermée le comportement dynamique régi par le modele de
référence

G(s) =

Y, (s) 1
R(s) s+2

avec

ou 7y est un gain.

Donner le schéma de simulation du systeme corrigé (en boucle fermée).
Exercice 2 : (04,00 points)
Soit le systeme non linéaire suivant

i(t) = —e ) g(2)
1. mettre le systeme sous forme d’un systeme linéaire tout en précisant la matrice d’état,

2. étudier la stabilité du systeme non linéaire en utilisant le modele linéaire.
Exercice 3 : (06,00 points)

Concevoir une commande adaptative a modéle de référence pour le systeme linéaire suivant :

s+1
G(s) = ————
() s2—2s+1
qui assure en boucle fermée le comportement dynamique régi par le modéle de référence suivant :
s+3
G(s) =

s2+2s+3




Exercice 4 : (06,00 points)

Considérons le systeme non linéaire suivant :

)+ 2€wn (1) +wl = ax(t) + b |u(t) + F(0), 5()]
z(0) = xg

ou f est une non linéarité incertaine qu’on peut écrire sous la forme

Fly(t), 5(t)) = 0" o(y(t), 4(t))

6 P1(y(t), y(t))
o= 7|, ey, i) =
0, Pp(y(t), y(t))
Les parametres 0; (i = 1,..., p) sont constants mais inconnus. Les fonctions de base ¢;(y(t), y(t))
(1 =1,..., p) sont bornées et connues. Les parametres du systeme a et b sont inconnus et le signe

du parametre b est connu.

On considere le modele de référence suivant :
T (t) = Ay T () + b 7(E),  am <0

ou r(t) est le signal de commande de référence supposé borné.

1. donner Pexpression de la commande u(t) qui permet d’imposer en boucle fermée le compor-
tement dynamique du modele de référence,

2. en utilisant la méthode directe de Lyapunov, déterminer les lois d’adaptation des parametres
de la loi de commande u(t).

Fin de I’épreuve
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Module : Commande Avancée, Examen : Rattrapage

Solution
Exercice 1 : (04,00 points)
Schéma de simulation :
- 1
T s+2
Ym(t)
r(t) b y(t)
+ > >+
s+ta
X .
a(t) 1 a(t) <
< - = -y = X e(t)
S s
FIGURE 1 — Schéma de simulation
Exercice 2 : (04,00 points)
Le systéme non linéaire peut étre mis sous la formejlinéaire suivante :
z(t) = Ax(t)
avec A = —e~*()_ Ce systéme admet une seule valeur propre qui est A = —e (), Comme e~*() est toujours positive,

alors la partie réel de A est négative donc le systeme non linéaire est stable.
Exercice 3 : (06,00 points)
On an =2et m=1. Le degré relative relatif du systeme est c =n —m = 1.
Comme les parametres dussystéme sont constants, alors la loi de commande est de la forme :

U(s) = 0F W(s)

avec




avec

571—2
lfm S’!L—3
Oc, € §Rn717 O, € §Rn71’ Oc, € R, b, = & eR, oz(s) = .
1
Ona:
N 1
G(s)=k (8)21 s =k=1, N(s)=s+1, D(s)=s*=2s5+1

D(s) s$2—2s+1

N () s+3 9
Gon(s) = ko, —1 k=1, Np(s)=s+3, Dilsy=s>+2s+3
() Dy, (s) s24+2s+3 - (s) =5+ (Sp=e™+ 25+

O, €R, 0,€R, O,€R, 0.,=1 afs)=1

Calcul des parametres 6, , 0.,, 0., :

N(s) _y beols) s+l _ | O 5l | s+3—0e,

NnL(S) Nm,(s) s+3 N s+3 s+ 3 B s+ 3
s+3—0., =s+1=0.,=2

D,,(s) — D(s) 0., a(s) 242543 — (s —2s+1) 4s+2

= - 9(;3 =

Np(s) © N(s) s5+3 5+3
¢4S+2—7902 7 :>4s+2779635700273903
s+3  s+3 T s+3 543

—bO., =4=0., =—4
—0p, =305 =2=0., =-2-30,, =0, =10

En résumé, la loi de commande adaptativeest

U(s) =0T W(s)

C

avec
U(s)

2 s+ 3

10 Y(s)

0. = A et W(s)=| 513

1 V()
Yi(s)

Exercice 4 : (06,00 points)
(05,00 points)
On écrit le modele sous la for d’état suivante :

i(t) = Ax(t) + Bu(t) +b07 6(z)




avec

A:

] o[l
—w? —2fw b

La forme de la loi de commande qui permet d’avoir le comportement du modele de référence en boncle fermée est :

uw=Kyx+k.r—070(x)

On définit les erreurs d’estimation paramétriques K, = K, — K7, ky =k, — k' et 6 =6—6%Le systeme en boucle

fermé est :

i=|A+BE;+BK, | v+ | BE+Bk, | r— BT ()
——— ~—~—~
Am B
L’erreur de poursuite en boucle fermée est
é=dy —i=Ane— BK,x— Bk.r+B4" §x)

avec e = I, — T.

On choisi comme fonction candidate de Lyapunov la fonction suivante
V=elPe+|b| (I?ITF;l K, 4y k2 +671,! é)
Par conséquent :
V=eTPetel Pedt b (Qfgfr;l Ky + 27y 'k o + 267 T, é)

Comme
AP P+ PA;=-0Q, P=P' Q=Q%

V =(Ane— BEK,z—Bk.r+ BT ¢(x))" Pe
+el' P (AmefBK;xfBlNcrrnLBéTd)(x))
b (2K§F;1f(z 2y, kyy + 207 Fglé)
V= [(Ame)T—i— (B (—Kxac—l%rr—i-éT(b(x)))T} Pe
+e'PA,e+e" PB (—f(zx—lzirr—i—éTqS(az)
o] (2RI, K+ 2y Ve diy + 207 151 )

) - . _ T
V:eTA%Pe—l—(—Kma:—k‘Tr—FHTqb(x)) BT Pe
+eTPA,e+e’ PB (—f(zx—fcrr—i—HNTqS(m))

+ b (21”{351 Ko+ 27y by + 207 T 9)

. - - T
Comme le produit (—Kw r—k.r+ 9T¢(x)) BT Pe est un scalaire, alors

_ PR (—fﬂax—l%eréTab(x))




Ainsi,
V=—e"Qe
+2¢7PB (—f(l.:c— /;:,,7“+§T¢(x))

+ 18] (2 RITS K, + 29y kyy + 267 T ! é)
En prenant en compte 1’égalité 2e” P B = 2¢e” Pb, il vient
V=—e"Qe
+ 2 |b| signe(b) <—f(x x—kor+607 ¢(:1:)) el' P
+ 0] (2RIT K 4297 ky + 2077510
ou encore
v=—¢el Qe
+ 2| KT (—x el Psigne(b) + F;Uh)
= 21b| k, (—T e’ Psigne(b) + 4 l;:r)

+2|b 6T ((b(x)T el Psigne(b) + F;lé)

Pour avoir V < 0, on impose :
—x el Psigne(b) + F;lf(m =0 :>IL(z =T, xe” Psigne(b)
—rel Psigne(b) + 7! ]L€7- =0 :>/§J,,. =y el Psigne(b)
#(z)T 7 Psigne(b) + T30 =0 =67 = —Ty ¢(x) T Psigne(b)

d’ou les lois d’adaptation suivantes :

K, =T e Psigne(b)
» =5 trel Psigne(b)
0, = —Tg ¢(x) T Psigne(b)

okl




